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Abstract. We investigate the use of bubble meshing for automatic mesh generation in polygonal domains
in both 2D and 3D. Bubble meshing is a recent technique for mesh generation that uses particle system for
finding good interior points and constrained Delaunay triangulations for building meshes. The main goals
in our research are faster particle simulation, linear-time triangulation after equilibrium, and controlling
particle density using error estimates in the finite-element analysis.

1 Introdução

A maioria dos problemas complexos em engenharia e
matemática computacional n˜ao têm soluc¸ões anal´ıticas,
e são resolvidos atrav´es de simulac¸ões num´ericas dos
eventos f´ısicos. A técnica mais utilizada para fazer es-
sas simulac¸ões num´ericasé o método dos elementos fi-
nitos [1], devido aos bons resultados obtidos e `a sua
aplicaç̃ao em uma grande variedade de problemas.

O método dos elementos finitos requer a discretizac¸ão
do dom´ınio do problema emmalhas, isto é, uma
decomposic¸ão do dom´ınio em pequenos elementos
de formas simples, como quadril´ateros ou tetraedros.
Essas malhas de elementos finitos tornam vi´avel a
simulaç̃ao computacional das propriedades f´ısicas de ob-
jetos cont´ınuos.

A geraç̃ao da malha ´e um dos passos da simulac¸ão que
consome mais tempo e esforc¸o. Para problemas simples,
é poss´ıvel gerar malhas manualmente. Entretanto, com o
aumento da capacidade de processamento dos computa-
dores, os problemas trat´aveis atualmente envolvem obje-
tos de geometria complexa, para os quais ´e tedioso, sen˜ao
imposs´ıvel, gerar malhas manualmente. Portanto, ´e de-
sejável ter métodos autom´aticos para gerac¸ão de malhas
a partir de uma descric¸ão computacional da geometria de
um objeto, tipicamente com pol´ıgonos e poliedros.

Durante uma simulac¸ão, é frequentemente necess´ario
refinar a malha inicial, para obter resultados mais pre-
cisos. Uma maneira natural de fazer isso ´e levar em
conta uma estimativa do erro cometido na an´alise. Se
os resultados da an´alise não forem satisfat´orios, então a
malhaé refinada, baseada na estimativa de erro, e o ci-
clo discretizac¸ão–análise–refinamento ´e repetido. Nes-
te tipo de análise adaptativaé ainda mais importan-
te que a gerac¸ão e o refinamento da malha sejam au-
tomáticos; quando isso ocorre, a an´aliseé chamadaauto-
adaptativa[2].

“Bubble meshing”é uma técnica recente para gerac¸ão
automática de malhas triangulares em dom´ınios de geo-
metria complexa, que usa sistemas de part´ıculas para
escolha dos n´os da malha [3]. A motivac¸ão para esse
métodoé a observac¸ão de que esferas (“bolhas”) den-
samente compactadas em uma regi˜ao formam padr˜oes
geométricos regulares, dos quais ´e poss´ıvel extrair boas
malhas triangulares ligando os centros de esferas vizinhas
(Figura 1).

Os resultados obtidos com “bubble meshing” s˜ao ani-
madores, mas o m´etodo, como descrito originalmente [3],
é bastante lento. Estamos investigando mecanismos para
acelerar este processo, atrav´es de técnicas mais eficientes
para a simulac¸ão de part´ıculas e para a gerac¸ão da malhas
após o equil´ıbrio. O objetivo finalé ter um método efi-
ciente e robusto para gerac¸ão auto-adaptativa de malhas
em sólidos tri-dimensionais. A investigac¸ão está sendo
feito inicialmente para malhas bi-dimensionais, por dois
motivos: facilidade de visualizac¸ão, e existˆencia de bons
métodos em 2D, que podem servir para comparac¸ão.

2 Bubble meshing

A geraç̃ao de malhas com “bubble meshing” ´e feita
em dois passos: compactac¸ão de esferas (bolhas) no
domı́nio, e gerac¸ão da malha ligando os centros de esfe-
ras vizinhas. Ambos os passos s˜ao computacionalmente
custosos.

A compactac¸ão é feita atrav´es de uma simulac¸ão
pseudo-f´ısica de um sistema de part´ıculas. As part´ıculas
são os centros das bolhas, que se atraem e se repelem.
Embora as forc¸as de atrac¸ão e repuls˜ao tenham raio de
aç̃ao limitado, em princ´ıpio cada part´ıcula tem que inte-
ragir com todas as outras, em cada passo da simulac¸ão.
Assim, se h´a n partı́culas,é necess´ario calcular�(n2)

interaç̃oes, o que torna a simulac¸ão lenta, n˜ao só porquen
varia durante a simulac¸ão (part´ıculas são criadas para pre-
encher os vazios da regi˜ao), mas principalmente porque
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Figura 1: “Bubble meshing”: Posic¸ão das bolhas ap´os
equilı́brio e malha gerada.

vários passos s˜ao necess´arios até atingir um equil´ıbrio.
Comoé poss´ıvel variar os raios das esferas ao longo da
simulaç̃ao, “bubble meshing” ´e adequado para m´etodos
auto-adaptativos, embora isso n˜ao seja mencionado no ar-
tigo original [3].

A geraç̃ao da malha ap´os o equil´ıbrio é feita com uma
triangulaç̃ao de Delaunay com restric¸ões. Embora exis-
tam algoritmos assintoticamente ´otimos, que levam tem-
poO(n logn), eles não são simples de implementar e a
constante escondida na notac¸ãoO pode ser grande.

3 Acelerando “bubble meshing”

É poss´ıvel acelerar “bubble meshing” e ainda obter os
mesmos resultados. O passo mais importante ´e acelerar
a interac¸ão das part´ıculas. Como essa interac¸ão se d´a so-
mente entre part´ıculas próximas, não é necess´ario con-

siderar todos os pares de part´ıculas, desde que saibamos
identificar as part´ıculas próximas a uma part´ıcula. Para
issoé necess´ario uma estrutura de dados mais sofisticada
do que uma simples lista contendo todas as part´ıculas.

Uma soluc¸ão é manter todas as part´ıculas ordenadas
pela coordenadax do seu centro, e somente considerar a
interaç̃ao com part´ıculas que est˜ao próximas nesta lista.
Esta soluc¸ão foi implementada em 2D e mostrou-se ra-
zoavelmente eficiente. Uma outra soluc¸ão, que ainda pre-
tendemos avaliar, ´e decompor a regi˜ao em células retan-
gulares e somente considerar a interac¸ão entre part´ıculas
numa mesma c´elula ou nas c´elulas imediatamente vizi-
nhas. Com ambas as soluc¸ões, reduz-se o n´umero de
interaç̃oes de�(n2) aO(n), com algumoverheadpara
manutenc¸ão das estruturas de dados.

O passo de gerac¸ão da malha ap´os o equil´ıbrio também
pode ser acelerado. A principal observac¸ão aquié que
qualquer algoritmo gen´erico de triangulac¸ão tem que
refazer uma ordenac¸ão espacial dos pontos. Esta ´e a
razão da complexidade do problema de triangulac¸ão ser

(n logn). Entretanto, se temos uma estrutura de dados
que representa proximidade, como a necess´aria para fazer
uma simulac¸ão eficiente, ent˜ao essa ordenac¸ão espacial
está praticamente completa, e uma triangulac¸ão pode ser
extraı́da em tempo linear. Um algoritmo para fazer isso
ainda est´a em desenvolvimento.

4 Conclus̃ao
Embora existam m´etodos autom´aticos e auto-adaptativos
para 2D, ainda n˜ao existem m´etodos completamente au-
tomáticos para 3D. Por exemplo, a gerac¸ão de malhas por
contraç̃ao de fronteira ´e um método muito bem sucedido
em 2D, mas que n˜ao funciona quando estendido para 3D.
Os resultados preliminares com as acelerac¸ões descritas
aqui para “bubble meshing” em 2D s˜ao animadores e su-
gerem sucesso tamb´em em 3D.
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