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ABSTRACT: With the ing use of Simplicial Methods 10 represent imphicily -defined manifolds. it turns out
0 be Y 10 develop techruques to imp 1ts perf In order 1o guarantee that no subset of the mani-
fold will be lost during the search, all subdivision ceils must be visited. This 1s the mamn weakness of Simpicial
Methods. Some critenia Lo prun sub-regions of space, which are safely disjount from the mamsold, are presented
and discussed.

PALAVRAS-CHAVYE: métodos simpliciais. variedades definidas implicitamente, subdivisio cspacial e criténos de
poda do espago. : . -

L. Introducdo

Em vdrias dreas, que vao da Visualizagio Cientifica 2 Modelagem de Sélidos. os objetos de
interesse s3o formas no espaco represeniadas por variedades diferencidveis descritas na forma implicita.
Tais variedades sdo caracterizadas por uma equagdo f (x,,..x,) = 0 onde f:R"—R ¢ uma fungdo de
classe C' tendo O por valor regular. O estudo de variedades deste género tem sido objeto de muitos
trabathos recentes ([ALLGS8S), {ALLG87], {CAST90], [TAVA9Q]) onde sio propostos métodos para
representd-las por meio da “colagem” de pedacos lineares. Nessas propostas, a vanedade original é
aproximada por outra definida implicitamente por uma fungdo linear por partes.

Uma solugdc parcizl para a obtencdo de uma aproximagdo deste upo pode ser imediatamente
obtida se for conhecido um ponto da variedade (ou um ponto suficieniemente préximo). Neste caso, €
possivel construir uma célula do espaco ambiente que contém o ponto e intercepta a variedade. A partir
dai, consréi-se uma sequéneia de células contiguas interceptando a componente conexa a que © ponio
inicial pertence. Em cada uma dessas células uma aproximacldo linear da variedade & construida. A
solugdo assim obtida ndo € cempleta pois ndo trata das outras evenuwais componentes da variedade!

Como. em geral. n3o sio conhecidos os pontos iniciais para caca COINpONENtE COREXA, O recurso
usual consiste em subdividir toda a regifio de interesse em células, percorre-las exaustivamente para
determinar as células interceptadas pela variedade e nelas computar a aproximag3o linear. O "tamanho”
da célula, caracterizado pelo nivel de refinamento da subdivisio, ¢ determinane da qualidade da
aproximacdo final obtida, sendo escolhido em fungio desta.

Neste trabatho, apresenta-se uma solugdo alicrnativa em que se realiza uma subdivisio hierdrquica
adaptativa da regido de interesse. A cada nivel desta subdivisio eliminam-se aquelas células que
garantidamente ndo sdo intcrceptadas pefa variedade e ndo serio mais, portanto, subdivididas daf em
diante: ¢ a poda do espage ambiente. O yso de uma estrutura de dados adequada permite a localizagdo

* Este uwhalho envoive pante da tese de meswrada do Primero sudr & pane dos estudo pana qualificagio ao douton-
do do segundo.

1 Laboratéric de Hidrologia ds COPPE.UFRT.
2 lnstituis de Fisica da UFRY
3 COPPE-Sistemas, Laborawrio de Compuitayao Gréfica, UFRJ.
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a priori de todas as componentes conexas da variedade sem que toda a regido de interesse seja
esquadrinhada ao nivel minimo de subdivis3o.

A poda exigird, portanto, a identificacio das células disjunias da variedade. Duas metodologias
s30 discutidas para a realizagdo desta tarefa quando a fungdo definidora da variedade ¢ polinomial: uma
empregando uma constante de Lipschitz da fungdo em cada célula e a outra utilizando-se da
representacio da fungdo f na base Bemnstein.

No primeiro caso; apesar da garantia da existéncia dessa constante para fungdes de classe C', sua
determinago para uma fungio arbitrdria € frequentemente invidvel e, por conta disto, restringimo-nos
as variedades definidas por fungdes quadriticas. Na tentativa de ampliar a classe de fungbes tratdveis,
cemsideramos as fungdes polinomiais. Isto nos leva ao segundo caso, onde a identificag2o € feita
representando-se a fun¢3o em termos da base de Bemsiein e computando-se nessa base os seus
coeficientes referentes a uma dada célula. A uniformidade de sinais dos coeficientes garantird que a
célula ¢, inequivocamente, disjunta da variedade. A escolha das células de um certo tipo - simplexos -
permite uma simplificag3o adicional, tanto do ponto de vista tedrico quanto do prdtico: a subdivisdo do
espaco é uma triangulacdo, a defini¢io dos polindmios de Bemstein para um simplexo em R” € a
extens3o natural do caso unidimensional e o teste de interferéncia variedade-simplexo fica mais simples.

2. As Idéias Basicas dos Métodos Simpliciais

Os métodos simpliciais surgiram com o objetivo de aproximar o conjunto de solugdes de sistemas
de equagdes nio-lineares. Um dos primeiros trabalhos neste seatido foi [SCAR67] que visava aproxumar
pontos fixos de mapeamenios continuos. Novos resuitados sobre este problema sio apresentados em
{ALLG80] onde ambém sdo tratadas a aproximacdo de curvas definidas implicitamente, localizagdo de
pontos criticos etc. Conunuando nesia linha, [ALLG8S] e [ALLG87] abordam a aproximagio linear de
variedades definidas implicitamente.

As etapas desta abordagem podem ser, em linhas gerais, descritas da seguinte forma:

» inicialmente ¢ feita uma decomposicio celular do espago que contém a variedade a ser

rastreada, definindo-se o nivel de refinamento da aproximagdo;

e cada célula é, por sua vez, subdividida em simplexos, caracterizando-se uma triangulago do

espaco;

o conhecido um simplexo ¢ da triangulagdo, que intercepta a variedade, obtém-se uma

aproximagio lineanizada da variedade dentro de o caracterizada pelas raizes da interpolagdo linear

de f nos vérices de o;

» satisfeitas determinadas condigdes sobre a fungdo e sabendo-se que a triangulagdo cobre todo o

espago de intercsse, pode-se, sem muito esforgo, localizar os simplexos vizinhos de o que

também contém uma parte da variedade;

s continua-se, através dos simplexos vizinhos, gerando as aproximagOes dentro de cada um, aié

que ndo restem simplexos vizinhos interceptantes a processar.

Podemos, dentro deste contexto, cofocar algumas questdes. A localizagdo do espago de interesse
constitui-s¢ no primeiro problema, ou seja, determinar uma regidio do espago que contém a variedade
pode n3o ser tarefa muito simples. E sempre possivel arbitrar-se, inicialmente, uma regido bem vasta do
espaco, para se ter uma primeira idéia da variedade e da regido que a contém. Baseando-se, entdo, nos
primeiros resultados, redefine-se a regifio de interesse de forma mais apurada. Embora esta ndo seja
definitivamente, a maneira mais eficiente, ela funciona. O ideal, enwretanto, é possuir de antem3o
informagdes mais apuradas a respeito da localizagdo da variedade.

. - Definida a regido de interesse do espago, deve-se proceder a sua decomposicao celular seguida de
sua triangulagdo {ou proceder-se a triangulagio dirciamente). Dependendo da aplicagdo, a triangula¢o
deve satisfazer a algumas propriedades para garantir-se a qualidade da aproximacio. Estudo mais
especifico sobre estas propriedades encontra-se em [ALLGSS] e [ALLG87].

A triangulacdo comumeniec adotada é a CFK (Coxeter, Freudenthal e Kuhn) cuja principal
vantagem € propiciar a manipulagio da geomerria da triangulaglo com matematica intcira, ou s¢ja, de
precisdo infinita. Além disto, permite a transicdo entre simpiexos vizinhos através de uma regra simples

de pivoteamento entre vértices. Detalhes adicionais podem ser encontrados em {ALLGS0}, [COXE34] e
[KUHNG8].

Depois da- wiangulagdo do espago de interesse, ¢ algonumo passa entdo & fase de cilculos das
aproximagdes lineares da variedade no imterior de cada simplexo que a intercepta. Determinado um
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simplexo interceptamie, a aproximagdo para toda wna componente conexa da varedade pode ser
calculada sem muito esforgo pelo processo de conlinuagdo. Calcula-se a aproximagido € move-sc para o
vizinho, que também ¢ interceptante, até cobrir toda a componente conexa. O principal problema desta
fase consiste em localizar um primeiro simplexo interceptante para cada componenic conexa da
variedade, isto €, garantir que nenhurna componente conexa serd ignorada pelo processo.

Um simplexo o ¢ dito interceptante se a fung®o F:R* R, que define a variedade, se anula em
algum ponio x € O, isto é, se exisie x € o wl que F(r)=0. Nawralmente, a unido dos simplexos
interceplantes contém a variedade. Mas, em lugar de resolver a equagdo F(x) =0 nesses simplexos,
substitui-se F por uma fungdo linear £, que aproxima F em G. Fq4 ¢ a interpolagdo linear dos valores
F(v;) onde v; sdo os vértices de ¢. Resolve-se, entdo, o problema F4(x) =0, que é bastante mais
simples. Na figura 1 pode-se methor visualizar esta idéia.

Fig. 1: aproximagdo linear da variedade em um 2-simpiexo.

A interpolagdo linear F ; possuird raizes denwo de o (onde aproximardo a variedade) se € somente .
se F exibir nos vértices de o valores tanto negativos quanto positivos. Simplexos com essa propriedade
serdo denominados F-interceptantes. Note-se que tais simplexos, pela conunuidade de F, sdo
seguramente interceptantes a variedade. No entanto, o inverso nio €, em geral, verificado.

A maneira mais comumente adotada para resolver @anto o probiema de determinagdo da regido de
- -interesse quamto da determinagdo de um simplexo interceptante inicial para cada componente conexa €
percorrer cada possivel simplexo da triangulaglio, verificando se ele ¢ inerceptante ou nio. Ao final do
percurso, ter-se-d encontrado todas as pares da variedade que estiverem dentro da regido
triangularizada, independentemente de quantas componentes conexas existirem. Embora a classificagio
de um simplexo, em F-interceptanie ou ndo, n3o seja muito onerosa. a quantidade de tesies, em
determinados casos, pode ser tdo grande que a abordagem simplicial fica inviabilizada. Além- disto,
definido o nivel de refinamento da trianguiagdo, sempre podem exisur componentes conexas da
variedade que n3o sejam detectadas, pois simplexos nio F-interceptantes podem ser interceptantes.
Refinar mais a triangulagio-significa apenas permitir que detalhes mencres sejam captados, mas, nio
nos garante que outros, ainda menares que as dimensdes dos simplexos, n30 escapem A peneira.
Pode-se, também, assumir que detalhes da variedade menores que um determinado tamanho de
simplexo n3o serdo conmsideradas. O trabalho de [SUFF90], por exemplo, define dois niveis de
refinamento: um de aceitacio da variedade e outro de cdleulo. O espago ¢ inicialmente decomposto até
o nivel de aceitagio, em segwida, vasculhado exaustivamente. As componenies conexas que,
eventualmente, nde forem detectadas, serio sumariamente ignoradas. Passa-se, entdo, para o segundo
nivet de refinamento, agora, com a localizago de cada componente conexa.

Nem sempre a localizagdo dos primeiros simplexos representa grave problema. Na aproximacio
de solugbes de equagdes diferenciais ordindrias, por exemplo, a localizagio do primeiro simplexe de
cada componente conexa estd diretamente relacionada com as condicdes iniciais da equagio. Em geral,
entretanto, este & um dos mais sérios problemas das técnicas simpliciais, s

3. Poda do Espago

Como ;4 mencionado. a necessidade de se testar cada simplexo da tnangulagdo para determinar os
que sio interceptantes pode inviabilizar a abordagem simplicial de determinados problemas. O ideal
seria abandonar, tio cedo quanto possivel, grandes porgdes do espaco contendo apenas simplexos
garantidamenic ndo-intcrceptantes, isto &, fazer um pré-processamento do espago de interesse,
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eliminando a maior quantidade possivel de regides disjuntas da variedade.

Inicialmente considera-se que uma caixa envolvendo toda a regido de interesse j& sofreu uma
primeira triangulacdo, isto €, j4 esid totalmente subdividida em um primeiro ufvel de simplexos
"grandes”. Define-se, entfio, um método de subdivisdo para os simplexos, atendendo aos requisitos de
uma subdivisio hierdrquica ((SAME90)), tal que cada um pode ser decomposto em uma familia de
simplexos menores. Desta forma, organiza-se uma estrutura hierdrquica recursiva capaz de triangular
todo o espago até um nivel arbitrariamente definido.

No R? adota-se um retiingulo como caixa envolvente da regio de interesse, que pode ser suposto
subdividido inicialmente em 4 triangulos, isto €, 4 2-simplexos. Cada tridngulo, por sua vez, poderia ser
subdividido em 4 subtridngulos, bastando-se tomar a metade de cada lado como sendo um novo vértice.
O processo ¢ dito adaptativo porque somente as regies mais préximas da variedade, em cada nivel, vio
sendo subdivididas (a semeihanga das quadtrees). A figura 2 ilustra melhor a situacdo.

Fig. 2: subdivisao adaptativa da caixa envolvente,

O procedimento PodaEspago, codificado abaixo, implementa esta estratégia. Recebe wés
parametros: F, Simp ¢ Nivel. O primeiro pardmetro define a fungdo que estd sendo rastreada; Simp ¢ o
simplexo que deve ser analisado e, evenwalmente, guardado; Nivel refere-se ao nivel da triangulagio a
que pertence o simplexo. O nivel 0 ¢ arbirado como sendo o nivel minimo da subdivisio, PodaEspago
faz uso de wtrés procedimentos auxiliares: ClassificaSimp que classifica o simplexo Simp contra a
variedade definida por F, SubdivSimp que gera um armranjo de simplexos que subdividem Simp e
GuardaSimp que armazena um simplexo para uso posterior.

PodaEspaco(F, Simp, Nivel)
{
Classc «— ClassificaSimp(F, Simp};
IF (Classe = INTERCEPTA) {
IF (Nivel = 0) {
GuardaSimp(Simp);
} ELSE (
8 ¢ SubdivSimp(Simp);
FOR i €~ 1 TO NSubdivisdes {
PodaEspago(F. Sli]. Nivel.1);
1
}
}
)

O procedimento inicialmente classifica o simplexo perante a fungfio como sendo INTERCEPTA
ou NAO INTERCEPTA. Caso o simplexo seja interceptante e o nivel méximo de subdivisdo tiver sido
alcancado, o simplexo € guardado para posterior processamento; sen3o, serd subdividido por SubdivSimp
€ nova PodaEspago & invocada para cada simplexo da subdivis3o.
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Ao tinal do processo. a estrutura de dados alimentada por GuardaSimp contera nformagses sobre
cada simplexo interceptante. Naqueles caracterizados como F-interceptantes no nivel inferior da
subdivisao, ¢ detcrminada a aproxamagdo linear da variedade. Se o interesse for apenas visualiza-la,
basta exibir cada uma destas aproximagdes independentemente de sua posigio na estutura de dados.
Para ouwros objetivos, entretanto, loma-se necessdrio estabelecer as relagdes de vizinhanga na estruwra
de dados correspondentes 2 geometria da triangulagdo.

A figura 3 mostra uma subdivis3o do simplexo "pai” 4, nas seus quatro fithos Ay, Ay, Ar e by,
e a estrutura de dados associada. Cada 2-simplexo ¢ sempre subdividido tomando-se os pontos médios
de 'suas’ afestas. Note-se que os simiplexos Ay, € A sdo vizinhos na geomeuria embora nio scjam na
estrutura de dados.

Fig. 3: subdivisdo do 2-simplexo Ap nos seus quatro fithos.

A classificagdo de simplexos € a chave do algoritmo. O descjdvel é que ela nos indigue com
cerieza se a variedade intercepta o simplexo ou ndo. No enwnto, esta verificagio é onerosa ou
impossivel. Uma allernativa seria classificarmos como INTERCEPTANTE todo simplexo duvidoso
deixando para subdivisdes mais finas a tarefa de uma resposta segura.

Uma primeira aproximagdo para a classificagio € o critério de F-intersegdo. Embora, aceitdvel
para a classificagdo de simplexos minimos, esta-altemativa é proibitiva para os niveis mais clevados da

subdivisio. O procedimento que se segue implemenia esta classificagio que denominamos
FClassificaSimp:

FClassificaSimp(F, Simp)
{
S0 & SINALL F( Simp->V0) );
S1 ¢~ SINAL( F( Simp->V1 ) 1:
S2 ¢ SINAL{ ¥ Simp->V2 ) &,
IF((SO0 = S1} AND (S1 = S2) AND (S0 2 0)) {
RETURN { NAO INTERCEPTA );
} ELSE {
RETURN ( INTERCEPTA );
}
)

Uma classificagao mais segura de simpiexos “grandes” requer que se considere informagodes
adicionais sobre o comportamento, de carater nio-linear, de F. Nas duas segdes que se seguem,
descrevemos duas altemativas aplicdveis a classes particulares de fungoes.

4. Classificacio de Simplexos Pela Constante de Lipschitz

Em uma tentativa de meihorar a técnica de "Ray Casting™ de superficies implicitas. toi proposto
por [KALR89] uma subdivisdo adapwatva do espago. O método consiste cm avaliar a constante de
Lipschitz da fung3o de interesse para cada pane da subdivisio. Eliminam-se as regides para as quais a
constante garanur que o volume considerado é ndo-interceptante. As regides que ndo forem climinadas
sdo novamente subdivididas aié aungir-se um nivel maximo previamente arbitrado.
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Uma constante de Lipschizz L de uma fungio f numa regido X & qualquer real tal que, para
qualquer dois pontos Xy, Xz em X, observa-se || f (x)=f () || € L}l xi—x51l. A constante & uma cota
superior para a taxa de variagdo da fungdo f na regido X ; portanto, para fungoes diferencidveis, seu
menor valor possivel é o maximo do gradiente de f em norma na regido X :

L 2 max {f Vf (o) |l xeX])

A classificagio de um simplexo ©, bascada na constanie de Lipschitz L de F neste simplexo,
pode ser feita da seguinte forma: seja Xo 0 baricentro de ¢ ¢ d a maior das distancias enure xg € OS
vértices de o, que definem uma bola envolvente do simpiexo. Como a maior taxa de variagdo de F em
o & dada por L, a maior variagdo no valor de F em o a partir de F(xo) € dada pelo produto Ld.
Poranto, se || F (xo) || > Ld entdo F, garantidamente, ndo se anula em nenhum ponto de ©.

No trabalho citado, usa-se c€lulas retangulares (caixas). No presente trabalho, emprega-s¢ a
mesma técnica, apenas trabalhando com simplexos ¢ calculando © baricentro ¢ o raio da bola
envolvente. Estes célculos podem ser bastante simplificados pela maneira como ¢ feita a subdivisao do
espago. A figura 4 ilustra 0 caso do R%

7

Fig. 4: Bola envolvente 2 um 2-simplexo: baricentro xo & raio d.

Um procedimento Seguro de classificagdo de simplexos fazendo uso da constante de Lipschitz
pode ser, em consequéncia, estabelecido.

ClassificaSimp(F, Simp)
{
SO — SINAL( F( Simp->¥0) %
S1 « SINAL{ F( Simp->V1));
§2 - SINAL( F( Simp->V2) )
IF((SO=51)AND(SI = §2) AND (50 #0) {
IF (TesweLipschitz(F, Simp)) {
RETURN ( NAO INTERCEPTA );
} ELSE {
RETURN ( INTERCEPTA )
}
} ELSE (
RETURN ( INTERCEPTA );
}
}

A classificagdo ¢é fcita calculando-se 08 sinais da fungfio aplicada a cada vértice do simplexo. Se
existirem valores com sinais (n3o nuios) diferentes significa que hd interscgdo com 2 variedade. Se,
entretanto, todos os valores tivercm 0 MESMO sinal (ndo nulo) exise a possibilidade do simpicxo e
todos os seus descendentes) ser(em) eliminado(s).

A garantia da ndo interferéncia enue varicdade ¢ O simplexo resulta do procedimento
TesteLipschitz descrito abaixo onde o procedimento ConsiLipschitz calcula a constante de Lipschitz de
F no simplcxo Simp enquanio que BolaEnvoivente calcula o baricentro xo € © raio d da esfera
envolvente de Simp.
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Teswelapschiz(F, Simp)

{
L « ConsiLipschutzF, Simp),
(Xq. d) « BolaEnvolventelSimpj;
RETURN (|} Fxg){l > Ld ¥,

i

O procedimento retoma um valor booleano TRUE sempre que o simplexo for garantidamente
ndo-interceptante, isto €, sempre que ele puder ser eliminado, Caso contrdrip, nada se pode afirmar para
este nivel da tnangulagdo e uma nova subdivisdo deve ser feita, se possivel.

Enuretanto, calcular a constanie de Lipschiz L de F pode ser muito dificil, visto que ela depende
do comportamento global de F no simplexo. Se F € diferencidvel, o maximo do médulo de scu
gradiente scria a melhor constante possivel. Mas esse maximo ¢ de avaliagdo custosa em geral.

Para certas classes de fungdes, a tarcfa de maximizar o gradiente é simplificada: s3o aquelas
fungBes cujo médulo do gradientc é uma funglo convexa. De acordo com {ROCK72), toda fungdo
convexa em um dominio convexo assume o miximo na fronicira. Em particular, se o dominio for um
poliedro convexo, 0 maximo ocorrerd em um vértice, Maximizar |} V£ (x) ]| ¢ equivalente a maximizar
4 Vf(x)if* e como simplexos sio dominios poliédricos convexos. se Il Vf(x)ii? for convexa, a
menor constante de Lipschitz de £ resuita do mawor valor daquele quadrado nos véntices do simplexo.

Uma classe de fungGes para as quais as condigGes acima sio verificadas ¢ a das quadrdticas. Para
estas 0 cnitério acima pode ser utilizado sem qualquer dificuldade na avaliagdo da consiante. Classes
mais amplas sdo objeto de investigagio.

5. Classificagio de Simplexos em Relacao a Funcdes Polinomiais

Na tenativa de generalizar a classe de fungdes para as quais se pode utilizar a poda do espago.
propomos em seguida um método para varicdades descritas por equagées polinomuis gerais. Ele serd
fundado na representagio da polinomial na base de Benstein generalizada.

A base de Bemstein tem se¢ mostrado, por suas propriedades. adequada para a representagdo de
curvas- ¢- superficies paraméiricas polinomiais ([FARIS6]), Ela apresenta, eniretanto, propricdades
também adequadas para a afericio da existéncia de raizes de equagGes polinomiais. A base de
Bernstein para polindmios de grau m ¢ definida por:

m!
iifm=i)!
Por ser uma base do espaco de polindmios de grau m. odo polindmio p deste espago pode ser expresso
na forma:

BNty = ¢ (=0 =D

pt)y=3 ¢ BX1)
L]

onde os reais ¢; sd3o 0s coeficientes de Bézier de p. Em sua forma generalizada. ela permite a
representagdo de polindmios de virias varidveis.

No caso de polindmios de duas varidveis ([FARIS6)), a base assume a forma:

4ty (1—y—v -/

!
B™{u.v) =t g0 [+)<
) = F S by Em
Para polindmios de maior mimero de varidveis, o trabalho de [SEID89] permite exprimir a base em
forma caonvenicnte.

Denominamos simplexo unitdrio de R*, denotado ¢”, iquele cujos vértices sdo formados pela
otigem ¢ os pontos do espago em que a Gnica componentz ndo nula é igual a um. Independemte do
grau ¢ do ndmero de varidveis. as fungdes da base de Bemsiein generalizada em R* possucm valores
no intervalo {0,1] em ¢”. Desta propriedade fundamental decorre que, para qualquer polindmio p em
R", p ¢ positivo (ncgativo) cm o* desde que todos seus coeficientes de Bézier sejam positivos
{negativos), Em particular, p possuird raizes cm o" somenic s¢ apresentar coclicientes de Bézier com
valores 1anto posilivos quanto negativos.

As propriedades acima podem ser generalizadas para qualguer simplexo se recorremos 2
representagio de pontos do cspago om coordenadas baricéntricas do simplexo constderado. Dado um
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simpicxo ¢ quaiguer de K7, quaiquer PTG desic mesme esPagd POGe Ser Capressd COMO COmbinagao
linear afim dos véruces v; de o:

x =Yoo,
0
A (n+l»upla (0gu, - ,a,) ¢ chamada represemtagdo baricémrica de x. As coordenadas
baricéntricas possuem sempre soma unitdria ([FARIB6)).

Fundados naquela propriedade podemos codificar um procedimento scguro de classificagio de
simplexos em relagdo a variedades definidas por polinomiais. No cddigo abaixo, o procedimento
classifica um simplexo Simp contra a polinomial cujos coeficientes de Bézier para Simp constam do
arranjo C; o procedimento auxiliar ContemZero retorna TRUE somente se 0 zero pertence ao menor
intervalo que inclui todos os valores de C.

BézerClassSimp(C)
{
IF (ContemZero(C)). {
RETURN ( INTERCEPTA ),
} ELSE {
RETURN ( NAO INTERCEPTA );
]
}

O procedimento BézierClassSimp é seguro mas conservador. Em decorréncia das condigdes
anteriormente enunciadas, simplexos n3o interceptantes podem vir a ser classificados por ele como
INTERCEPTANTEs. Nauraimente, nenhum simplexo interceptante lhe escapa. Noie-se que o
procedimento n3o faz uso explicito do simplexo a ser testado. De fato, o simplexo estd. de certa forma,
embutido na representagdo C da polinomial.

Para que este procedimento de classificagdo possa ser posto em uso pela PodaEspage devemos
computar para a polinomial F o arranjo de seus coeficienies de Bézier relativos ao simplexo a testar.
Para tal cdiculo, a teoria de blossom de polinomiais e a sua relagdo com a base de Bemsiein &
fundamental. Estd fora do escopo de trabalho detalhar a teoria envolvida que propicia aquele
desenvolvimento. Recomendamos o trabalho de [SEID89], onde € apresentada. De posse do
procedimento de calculo dos coeficientes de Bézier de uma polinomial F em um simplexo Simp, o
procedimento de classificagdo fica simplesmente:

ClassificaSimp(F, Simp)
{
C ¢« CocfBézier(F, Simp):
RETURN( BézicrClassSimp(C) ) :
)

A ClassificaSimp baseada na andlise dos coeficientes de Bézier ¢ conservadora e por isso
adequada a poda por ndo sugerir a eliminagio de nemhum simplexo interceptanie. No entanto, a
PodaLspago resultante acabard por guardar tanto simplexos interceptantes (F-interceptantes ou nio)
como alguns simplexos minimos ndo interceptantes (e naturaimente ndo F-inteceptantes). Mas, na fase
de construgdo da aproximagdo linear dos simplexos, somente os simpiexos F-interceptantes scrio
considerados pelo método. Para os demais, nio se tem aproximagdes lineares aceitdveis.

6. Observagées Finais

Na modelagem de solidos, todas as formas. de representagdo (CSG, B-Rep, Octrees etc) possuem,
cada uma, grandes qualidades ¢ graves defeitos, ndo habilitando qualquer delas a ser rotuiada como "a
melhor”. A utilizagio de modeladores. hibridos que visam combinar qualidades e minimizar defeitos
das virias formas de represcntagiio ji € bastante comum nos dias de hoje. E exatamente neste contexto,
mais especificamente na conversio CSG—B-Rep, que se encaixa o presente trabalho.

A técnica de poda do cspago aqui apresentada além de melhorar a eficiéncia dos algoritmos de
representagdo simplicial de variedades de dimens3o p~1 em R? (p = 2,3) definidas implicitamente por
fungdes polinomiais, resolve também o problema da localizagZo de todas as suas componentes conexas.

Pretende-se utilizd-la para trawar o problema de representar 08 semi-espagos definidos por fungdes
polinomiais ¢ as operagdes boolcanas de UNIAO, INTERSECAQ e DIFERENCA enue esses semii-

34



espagos, auravés do uso de fungdes MIN ¢ MAX a clas aplicadas ({MIRA89]). Assim poderemos
empregé-la na conversdo CSG—B-Rep, se os slidos CSG s3o construidos por semi-cspagos definidos
por fungdes polinomiais de, em principio, quaiquer grau. Eswes sdlidos poderdo ser aproximados
linearmente por partes de uma maneira mais eficiente, sem que nenhuma de suas componentes conexas
sgja perdida no processo (a menos daquelas com dimensdes menores que 0 sumplexo minimo). A
1écnica de poda do espago por meio da representag3o na base Bemstein possibilita, assim, a ampliag3o
do poder de expressao dos modeladores CSG.

Este trabalho &, na verdade, a primeira etapa de um projeto mais amplo que pretende utilizar
métodos simpliciais na busca de solugdes para diversos problemas em computagdo grifica, alguns dos
quais j4 mencionados: interseqio de superficies polinomiais, visualizacdo de s6lidos CSG e, bem
como suas aplicagdes na visualizagdo em computagio cientifica. pois esta emprega, Muilo
frequentemente, variedades definidas implicitamente.
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