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ABSfRACT: With the mcreasin~ use ot SimpU.cJ.a.l ~ethod.s to repre<oent unpLcu1y-defined manifolds. it tums out 

to be neccssary to develop tech.ru.ques to unprove tu performance. In onler to gua.ramee Lhat no subset ot the maru~ 
fold will be lost during lhe search, all !Jubdivision cells must be VlSlted. This u the m;un we.axneu oi SllTlpi.JcuJ 

~ethod.s. Some mtena to prun subwreg.tons of space, wttich are safely dujouu. from the marufoJd, are presented 
and di.scussed. 

PALA \1L'\.S.CHA VE: métodos sunpUciai.s. variedades defin1das impYcnamente, subdivisão espaCl.al e criténos de 
poda do espaço. 

1. Introdução 

Em várias áreas, que vão da Visualização Científica à Modelagem de Sólidos. os objetos de 
interesse são formas no espaço representadas por variedades diferenciáveis descritaS na forma implícita. 
Tais variedades são caracterizadas por uma equaçào f(x 1, ... ,x.) =O onde f:R"~R é uma função de 
classe C 

1 
tendo O por valor regular. O estudo de variedades deste gênero tem sido objeto de muitos 

trabalhos recentes ([ALLG85]. [ALLG87], [CAST90], [TAVA90)) onde são propostos métodos para 
representá-las por meio da ··colagem ·• de pedaços lineares. Ne.'IS3S propostaS, a variedade original é 
aproximada por outra definida implicitamente por uma função linear por partes. 

Uma solução parei:!.! para a obtenção de uma aproximação deste tipo pode ser imediatamente 
obtida se for conhecido um ponto da vanedade 1 ou um ponto suficientemente próximo J. Neste caso, é 
possível construir uma célula do espaço ambiente que contém o ponto e intercepta a variedade. A panir 
daí, .:onsttói-se uma sequêncta de células contíguas interceptando a componente conexa a que o pomo 
inicial pertence. Em cada uma dessas células uma aproximação linear da variedade é construída. A 
soluçào assim obtida não é c0mpleta pois não trata das outras eventuais componentes da varied:Jde! 

Como. em geral. não são conhecidos os pontos iniciais p::ra caea componente conexa, v recurso 
usual consiste em subdividir toda a região de interesse em células. percorré-las exaustivamente para 
determinar as células interceptadas pela variedade e nelas computar a aproximação linear. O ''tamanho" 
da célula, caracterizado pelo nível de refinamemo da subdivisão, é determinante da qualidade da 
aproximação final obtida, sendo escolhido em funçao desta. 

Neste trabalho, apresenta-se uma solução alternativa em que se realiza uma subdivisão hier.írquica 
adaptativa da região de interesse. A cada nível desta subdivisão eliminam-se aquelas células que 
garantidamente n~o são interceptadas pela variedade e r.ão s.:rão mais. portanto, subdividiJ:lS tl.:ú em 
diante: é a poda do espaço ambiente. O uso de uma estrutura de dados adequada perrmre a lcx:alização 

+ Este tnha.lho envolve parte da tese de me:slr.ido do prirnetro s.utor e parte dQ$ C$\.Ud.Qj_ panl qu.i.lliicação ao douLOra-
do do segundo. 

1 l->borarório do Hid,logi.t .h CO?PE.t.:FRJ. 

~ I.mlilw.o de Fi'Iiu d.a UFRJ 
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a priori de todas as componentes conexas da variedade sem que toda a região de interesse SCJ3 
esquadrinhada ao nível mínimo de subdivisao. 

A poda exigirá, portanto, a identificação das células disjuntas da variedade. Duas metodologias 
são discutidas para a reali.zaçao desta tarefa quando a função definidora da variedade é polinomial: uma 
empregando uma constante lU Lipschitz da funçllo em cada célula e a outra utilizando-se da 
representação da função f na base Bemstein. 

No primeiro caso. apesar da garantia da existência dessa constante para funções de classe C 1• sua 
dol.enninação para uma função arbitrária é frequentemente inviável e, por conta disto. restringimo-nos 
às variedades definidas por funções quadráticas. Na tentativa de ampliar a classe de funções tratáveis. 
c.uideramos as funções polinomiais. Isto nos leva ao segundo caso, onde a identificaçao é feita 
representando-se a função em termos da base de Bemstein e computando-se nessa base os seus 
coeficientes referentes a uma dada célula. A uniformidade de sinais dos coeficientes garantirá que a 
célula é, inequivocamente, disjunta da variedade. A escolha das células de um certo tipo • simplexos · 
permite uma simpüficaçao adicional, tanto do ponto de vista teórico quanto do prático: a subdivisão do 
espaço é uma triangulaçao. a definição dos polinômios de Bemstein para um simplexo em R~ é a 
extensão natural do caso unidimensional e o teste de interferência variedade-simplexo fica mais simples. 

2. As Idéias Básicas dos Métodos Simpliciais 

Os métodos simpliciais surgiram com o objetivo de aproximar o conjunto de soluções de sistemas 
de equações não-lineares. Um dos primeiros trabalhos neste sentido foi [SCAR67} que visava aproximar 
pontos fixos de mapeamentos contínuos. Novos resultados sobre este problema são apresentados em 
[ALLG80] onde também são tratadas a aproximação de curvas definidas implicitamente, localizaçao de 
pontos críticos etc. Conunuando nesta linha, [ALLG85] e [ALLG87] abordam a aproximação linear de 
variedades defillidas implicitamente. 

As etapa,t àesta abordagem podem ser, em linhas gerais, descritas da seguinte forma: 

• inicialiiiCflte é feita uma decomposição celular do espaço que contém a variedade a ser 
rastreada, definindo-se o nível de refinamento da aproximação; 
• cada célula é, por sua vez. subdividida em simplexos. caracterizando-se uma triangulação do 
espaço; 
• conhecido um simplexo cr da triangulação, que intercepta a variedade, obtém-se uma 
aproximação linearizada da variedade dentro de cr caracterizada pelas raízes da interpelação linear 
de f nos vértices de cr; 
• satisfeitas determinadas condições sobre a função e sabendo-se que a triangulação cobre todo o 
espaço de interesse. pode-se. sem muito esforço, localizar os simpkxos vizinhos de a que 
também contêm uma parte da variedade; 
• continua-se, através dos simplexos vizinhos, gerando as aproximações dentro de cada um, até 
que não restem simplexos vizinhos interceptantes a processar. 

Podemos, dentro deste contexto, colocar algumas questões. A localização do espaço de interesse 
constitui-se no primeiro problema, ou seja, determinar uma região do espaço que contém a variedade 
pode não ser tarefa muito simples. É sempre possível arbitrar-se, inicialmente, uma região bem vasta do 
espaço, para se ter uma primeira idéia da variedade e da região que a contém. Baseando-se, então, nos 
primeiros resultados. redefine-se a região de interesse de forma mais apurada. Embora esta não seJ3 
definitivamente, a maneira mais eficiente, ela funciona. O ideal, entretanto, é possuir de antem:!o 
informações mais apuradas a respeito da localização da variedade. 

. . Definida a região de interesse do espaço, deve-se proceder a sua decomposiçao celul:n;: seguida de 
sua uiangulaçao (ou proceder-se a triangulação diretamente). Dependendo· dá aplicação, a triangulação 
deve satisfaur a algumas propriedades para garantir-se a qualidade da aproximaçao. Estudo mais 
específico sobre estas propriedades encontra-se em [AlLG851 e [ALLG87]. 

A triangulação comumente adotada é a CFK (Coxeter, Freudenthal e Kuhn) cuja principal 
vantagem é propiciar a manipulação da geometria da triangulaçllo com matemática inteira. ou seja, de 
precisão· infinita. Além disto. pennite a transição entre simplexos vizinhos através de uma regra simples 
de pivote:unento entre vértices. Detalhes adicionais podem ser encontrados em [ALLG80], [COXE34] e 
[KUHN68J. 

Oepoi& da uiangulaçlio do espaço de inremse, o algoriuno passa então à fase de cálculos das 
aproximações lineares da variedade no interior de cada simplexo que a interCepta. Determinado um 
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simplexo interceptante. a aproximação para toda uma componente conexa da vancdade pode ser 
calculada sem muito esforço pelo processo ck cominllllção. Calcula-se a aproximaçao e move-se para o 
vizinho. que 1ambém é interceptante, até cobrir toda a componente coneu. O principal problema desta 
fase consiste em localizar um primeiro simplexo inten:eptante para cada componente conexa da 
variedade, is10 é, garanúr que nenhuma componente conexa será ignorada pelo processo. 

Um simplexo a é dito interceptanze se a funçao F :R • ~R • que define a variedade. se anula em 
algum ponto x E a. isto é, se existe x E a tal que F (x) = O. Naruralmente. a uniilo dos simplexos 
inten:eptanteS contém a variedade. Mas, em lugar de resolver a equaçao F (x) = O nesses simplexos, 
substitui-se F por uma função linear F" que aproxima F em a. F" é a interpolaç;lo linear. dos valo~es 
F (vj) onde v1 são os vénices de a. Resolve-se, então, o problema F a(x) =O, que é bastante mais 
simples. Na figura I pode-se melhor visualizar esta idéia. 

.. 

'\F,\ '?-< a \ 

•. '--------" '· 
Fig. 1: aproximação linear da variedade em um 2-simplexo. 

A interpolação linear F" possuirá raízes dentro de a (onde aproximarão a variedade) se e somente 
se F exibir nos vértices de a valores tanto negativos quanto positivos. Simplexos com essa propriedade 
serão denominados F -imerceptantes. Note-se que tais simplexos, pela continuidade de F. silo 
seguramente interceptanteS à variedade. No entanto, o inverso não é, em geral, verificado. 

A maneira mais comumente adotada para resolver tanto o problema de determinação da região de 
interesse quanto da determinação de um simplexo interceptante inicial para cada componente conexa é 
percorrer cada possível simplexo da triangulaçao. verificando se ele é inten:eptante ou não. Ao final do 
percurso, ter-se-á encontrado todas as panes da variedade que estiverem dentro da região 
triangularizada. independentemente de quantas componentes conexas existirem. Embora a classificação 
de um simplexo, em F-interceptante ou não, não seja muito onerosa. a quantidade de testeS, em 
determinados casos, pode ser tão grande que a abordagem simplicial fica inv!al>ilizada. Além disto. 
definido o nível de refinamento da lriangulaçoo, sempre podem exisúr componentes conexas da 
variedade que não sejam detectadas, pois simplexos .não F-interceptantes podem ser inten:eptantes. 
Refinar mais a triangulaçao ·significa apenas permitir que detalhes menores sejam captados, mas. não 
nos garante que outros. ainda menores que as dimensOes dos simplexos, não escapem à peneira. 

Pode-se, lambém, assumir que detalhes da variedade menores que um determinado ~amanho de 
simplexo não serão consideradas. O trabalho de [SUFF90]. por exemplo, define dois níveis de 
refinamento: um de aceitação da variedade e outro de cálculo. O espaço é inicialmente decomposto até 
o nível de aceitação. em seguida. vasculhado exaustivamente. As componentes conexas que, 
eventualmente. não forem detectadas, serão sumariamente ignoradas. Passa-se, então, para o segundo 
nível de refinamento, agora, com a localização de cada componei1te conexa. 

Nem sempre a localização dos primeiros simplexos representa grave problema. Na aproximação 
de soluções de equações diferenciais ordinárias, por exemplo, a localização do primeiro simplexo de 
cada componente cone~ está direllllllente relacionada com as coodições iniciais da equação. Em gcr.ü. 
entretanto. este é um dos mais sérios problemas das técnicas simpliciais. • -- '· 

3. Poda do Espaço 

Como Já mencionado. a neeessiàade de se testar cada simplexo da lriangulaçoo para determinar os 
que são interceptantes pode inviabílizar a abordagem sirnplicial de determinados problemas. O ideal 
seria abandonar, tão cedo quanto possível, grandes porçOI:s do espaço contendo apenas simplexos 
garantidamente não-interccptantes, isto é, fazer um pré-processamenw do esp:lÇO de interesse. 
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eliminando a maior quanúdade possível de regiões disjuntas da variedade. 

Inicialmente considera-se que uma caixa envolvendo toda a região de interesse já sofreu uma 
primeira biangulação, isto é, já está totalmente subdividida em um primeiro nível de simplexos 
"grandes". Define-se, então, um método de subdivisão para os simplexos, atendendo aos requisitos de 
uma subdivisão hierárquica ([SAME90]), tal que cada um pode ser decomposto em uma família de 
simplexos menores. Desta forma, organiza-se uma estrutura hierárquica recursiva capaz de biangular 
todo o espaço até um nível arbitrariamente definido. 

No R 
2 

adota-se um relángulo como caixa envolvente da região de interesse, que pode ser suposto 
subdividido inicialmente em 4 biângulos, isto é, 4 2-simplexos. Cada biãngulo, por sua vez, poderia ser 
subdividido em 4 subtriãngulos, bastando-se tomar a metade de cada lado como sendo um novo vérúce. 
O processo é dito adaptativo porque somente as regiões mais próximas da variedade, em cada nível, vão 
sendo subdivididas (a semelhança das quadtrees). A figura 2 ilustra melhor a situação. 

Fig. 2: subdivisão adaptaúva da caixa envolvente. 

O procedimento PodaEspaço, codificado abaixo, implementa esta estratégia. Recebe três 
parâmetros: F, Simp e Nível. O primeiro parâmetro define a função que está sendo rastreada; Simp é o 
simplexo que deve ser analisado e, eventualmente, guardado; Nfvel refere-se ao nível da biangulação a 
que pertence o simplexo. O nível O é arbitrado como sendo o nível mínimo da subdivisão. PodaEspaço 
faz uso de três procedimentos auxiliares: ClassificaSimp que classifica o simplexo Simp contra a 
variedade definida por F, SubdivSimp que gera um arranjo de simplexos que subdividem Simp e 
GuardaSimp que armazena um simplexo para uso posterior. 

PodoEspaço(F, Simp, Nível) 

I 
Classe.,__ ClulificoSimp(F, Simp); 

IF (Classe= INTERCEPTA) { 
IF (Nível = O) { 

GuanlaSimp(Simp); 

} ELSE { 

S .,__ SubdivSimp(Simp); 

FOR i +-- I TO NSubdivisõea { 

PodoE.poço(F. S[i). Nivcl·l); 

I 

O procedimento inicialmente classifica o simplexo perante a função como sendo INTERCEPTA 
ou NAO INTERCEPTA. Caso o simplexo seja interceptante e o nível máximo de subdivisão úver sido 
alcançado, o simplexo é guardado para posterior processamento; senão, será subdividido por SubdivSimp 
e nova PodaEspaço é invocada para ~:ada simplexo da subdivisão. 
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Ao linal do processo. a esttutura de dados alimentada por GuardaSimp comera .nlonnaç()es "-lorc 
cada simplexo interceptante. Naqueles caracterizados como F-interceptantes no nível inícnor da 
subdivisão, é determinada a aproxunaçao linear da variedade. Se o interesse for apenas visualizá-la. 
basta exibir cada uma destas aproximações independentemente de sua posição na csttutura de dados. 
Para ouU'os objetivos, entretanto, toma-se necessário estabelecer as relações de vizinnança na esl!Uwra 
de dados correspondentes à geometria da triangulação. 

A figura 3 moSU'a uma subdivisão do simplexo "pai" t.p nos seus quatro filhos t., 
0

, t., 
1

, tl.r 
2 

e tJ.1 1 
e a esttutura de dados associada. Cada 2-simplexo é sempre subdividido tomando-se os pontos médios 
de suàs atestas. Note-Se que os simplexos 4

10 
e t.1 3 

sào .vizinhos na geometria embora .não seJam na 

esttutura de dados. 

Óp 

v, 

/\ 
I \ 

1 tifo \ 
I \ 

\ 

Fig. 3: subdivisão do 2-simplexo llp nos seus quaU'O filhos. 

A classificação de simplexos é a chave do algoriU'no. O desejável é que ela nos mdique com 
cencza se a variedade mtercepta o simplexo ou não. No entanto, esta verificação é onerosa ou 
impossível. Uma alternativa seria classificarmos como INTERCEPTANTE lOdo simplexo duvidoso 
deixando para subdivisões mais finas a tarefa de uma resposta segura. 

Uma primeira aproximação para a classificação é o critério de F-interseção. Embora. aceitável 
para a classificação de simplexos mínimos, esta alternativa é proibitiva para os níveis mais elevados da 
subdivisào. O procedimento que se segue implementa esta classificação que denominamos 
FCiassificaSimp: 

FC!assliicaSimp(F. Simp) 

{ 

SO ~ S~AU F( Simp->YO l ); 

SI ~ S!:'AU F( Simp->YI ) ); 

S2 f- SINAU F( Simp·>Y2 l ); 

[f ((SO:: SI) ASD (SI:: SZ) A.'\1) (SO >'O)) { 

RETL'R.'i (:-;Ao ~'TERCEPTA l; 
l ELSE { 

RETL'R.'\' ( ~'TERCEPTA J; 

) 

Uma classificação mais segura de simplexos "grandes" requer que se considere informações 
adicionais sobre o comportamento. de carater não-linear, de F_ Nas duas seções que se ,;eguem, 
descrevemos duas altemauvas aplicáveis a classes particulares de funções. 

4. Classificação de Simplexos Pela Conslante de Lipschitz 

Em uma tentativa de melhorar a técnica de ··Ray Casting" de superfícies implícitas. foi proposto 
por [KALR89] uma subdivisão adaptauva do espaço. O método consiste em avaliar a constante de 
Lipschitz da função de interesse para cada pane da subdivisao. Eüminam-se as regiões para as quais a 
constante garantir que o volume considerado é n:10-interceptante. As regiões que não forem eliminadas 
sao novamente subdivididas até aungtr-se um nível máximo previamente 1\Ibitrado. 
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Uma constante de Lipschitz L de uma função f numa região X é qualquer real tal que, para 
qualquer dois pontos x1o Xz em X, observa-se 11 f (x 1}-f (x:z) li :!>Li\ x 1-x2\\. A constante é uma cota 
superior para a taxa de variação da função f na região X; portanto, para funções diferenciáveis, seu 

menor valor possível é o máximo do gradiente de f em norma na região X 

L ~max (11 Vf(x)l\;xeX} 

A classificação de um simplexo cr, baseada na constante de Lipschitz L de F neste simplexo, 
pode ser feita da seguinte forma: seja x 0 o baricentro de O" e d a maior das distâncias entre x 0 e os 
vértices de O", que definem uma bola envolvente do simplexo. Como a maior taxa de variação de F em 
cr é dada por L, a maior variação no valor de F em O" a partir de F (x0) é dada pelo produto Ld. 
Portanto, se li F (x

0
) li > Ld então F, garantidamente, não se anula em nenhum ponto de cr. 

No trabalho citado. usa-se células retangulares (caixas). No presente trabalho, emprega-se a 
mesma técnica, apenas trabalhando com simplexos e calculando o baricentro e o raio da bola 
envolvente. Estes cálculos podem ser bastante simplificados pela maneira como é feita a subdivisão do 

espaço. A figura 4 ilustra o caso do R 
2

• 

v. 

Fig. 4: Bola envolvente a um 2-simplexo: baricentro x 0 e raio d. 

Um procedimento seguro de classificação de simplexos fazendo uso da constante de Lipschitz 

pode ser, em consequência, estabelecido. 

OassificaSimp(F. Simp) 

{ 
SO ~ SINAL( F( Simp->VO ) ); 

SI ~ SINAL( F( Simp·>VI ) ); 

S2 ~ SINAL( F( Simp->V2) ); 

lF ((SO =SI) AND (SI= S2) AND (SO 7' O)) { 

lF (TesteLipschilz(F. Simp)) { 

RETURN ( NÃO INTERCEPTA ); 

] ELSE { 
RETURN (INTERCEPTA); 

J 
] El.SE { 

RETURN ( L'ITERCEPTA ); 

J 

A classificaçao é feita calculando-se os sinais da função aplicada a cada vértice do simplexo. Se 
existirem valores com sinais (não nulos) diferentes significa que há interseção com a variedade. Se, 
entretanto, uxlos os valores tiverem o mesmo sinal (não nulo) existe a possibilidade do simp:cxo (e 

todos os seus descendentes) ser(em) eliminado(s). 
A garantia da não interferência entre variedade e o simplexo resulta do procedimento 

TesteLipschitz descrito abaixo onde o procedimento ConstLipschitz calcula a constante de Lipschitz de 
F no simplexo Simp enquanw que BolaEnvolvente calcula o baricentro x 0 e o raio d da esfera 

envolvente de Simp. 
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Testei.JpsdUiziF, SimpJ 

{ 

I 

L ~ Con51Lipoctu1ZiF, Simp); 

<xo. d) ~ BolaEnvoivenld'SimpJ; 

RETh'RN I !I F(xo) jj > Ld ); 

O procedimento retoma um valor booleano TRUE sempre que o sirnplexo for garantidamente 
não-interceptante, isto é, sempre que ele puder ser eliminado. C~ con!rário, n;~da se pode afl.rmar . .para 
este nível da triangulação e urna nova subdivisão deve ser feita. se possível. 

Entretanto, calcular a constante de Lipschitz L de F pode ser muito difícil, vtsto que ela depende 
do comportamento global de F no sirnplexo. Se F é diferenciável, o máximo do módulo de seu 
gradiente sena a melhor constante possível. Mas esse máximo é de avaliação custosa em geral. 

Para certas classes de funções. a tarefa de maximizll!' o gradiente é simplificada: são aquelas 
iunções cujo módulo do grddicnte é uma função convexa. De acordo com [ROCK72!. toda função 
convexa em um domínio convexo assume o máximo na fronteira. Em panicular, se o domínio for um 
poliedro convexo, o máximo ocorrerá em um vértice. Maximizar li v f (x J i! é equiValente a maxtmizar 
'! Vf(x) ii 2 e como simplexos são domínios poliédricos convexos. se ii Vf(x) :! 2 for convexa. a 
menor constante de Lipschitz de F resulta do m:uor valor daquele quadrado nos vémces do simplexo. 

Uma classe de funções para as quais as condições acima são verificadas é a das quadráticas. Para 
estas o critério actma pode ser uulizado sem qualquer dificuldade na avaliação da constante. Classes 
mais amplas são objeto de invesugação. 

5. Classificação de Simplexos em Relação a Funções PolinomiaL~ 

Na tentativa de generalizar a classe de funções para as quais se pode utilizar a poda do espaço. 
propomos em seguida um método para varic<iades descritas por equações polinomtais gerats. Ele será 
fundado na representação da polinomial na ba!;e de Benstcm generalizada. 

A base de Bemstein tem se mostrado, por suas propriedades. adequada para a representação de 
curvas c superiícies paramétricas polinomiais ([FARI86]). Ela apresenta, entretanto, propriedades 
também adequadas para a aferição da clüstencia de raízes de C{Juações polinomiais. A base de 
Bcmstein pard polinômios de grau m é definida por: 

B["(t) := ~ t' (1-t f"'"""') 
::(m-1)1 id1 ..... 71 

Por ser urna base do espaço de polinômios de grau m. todo polinômio p deste espaço pode ser expresso 
na forma: 

.. 
p(t) =L c, B,"'(t) 

o 

onde os reais c, são os coeficiemes de Bézier de p. Em sua fonna generalizada. ela pennitc a 
representação de polinômiOs de várias variáveis. 

~o caso de polinômios de duas variáveis ([FARI86]), a base assume a forma: 

Bm , m! 
i.j(u.v)= .

1
.
1
( .• 

1 
u'v 1 (1-u-~·)~4 -I 

LJ. m-t-1). 

Para polinômios de maior número de variáveis, o trabalho de [SEID89] pennite exprimir a base em 
fonna conveniente. 

Denominamos simple.:w unüário de R •, denotado a". àquele cujos vénices são fonnados pela 
origem e os pontos do espaço em que a única componente não nula é igual a um. Independente do 
grau e do número de variáveis, as funções da base de Bcmstein generalizada em R • possuem valores 
no inrcrvalo [0.1] em cr". Desta propriedade fundamental decorre que, para qualquer polínômiv p em 
R •, p é positivo (negativo) em cr" desde que todos seus cocticiemes de Bézier sej:~m positivos 
{negativos). Em panicular, p possuirá raízes em cr" somente se apresem.ar coc!lcicmcs de Bézier com 
valores tanto positivos quanto negativos. 

As propriedades acima pod~m ser generalizadas para qualquer simplcxo se recorremos à 
rcpre~nL'lçi\o de pontos do espaço em çoordcnadas baricêmncas do simplexo considerado. Dado um 
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simpicxo a quaiqua de R", ljual<Juer ponte J~stc mesmo é:,ÇJÇO pouc ser c.<pre'so <:orno ~omomaçào 
linear afim dos véruces v; de cr: . 

X= ~)t,.Y, 
o 

A (n+l)-upla (Oõ.llt. · · · ,a.) é chamada represemação baricêmrica de x. As coordenadas 
baricêntncas possuem sempre soma unitária ([FARI86]). 

Fundados naquela propriedade podemos codificar um procedimento seguro de classificaçao de 
simplexos em relaçao a variedades definidas por polinomiais. No código abaixo. o procedimento 
classifica um simplexo Simp contra a polinomial cujos coeficientes de Bézier para Simp constam do 
arranjo C; o procedimento auxiliar ComemZero retoma TRUE somente se o zero pertence ao menor 
intervalo que inclui todos os valores de C. 

BézierClas.Simp(C) 

I 
!F (Cauemãro(C)) I 

R.ETt.;RN ( INTERCEPTA ): 

l ELSE I 
RET\iR..'Ií ( :-IÃO L"'TERCEPTA ): 

l 

O procedimento BézierC/assSimp é seguro mas conservador. Em decorrência das condições 
anteriormente enunciadas. simplexos não interceptantes podem vir a ser classificados por ele como 
INTERCEPTANTEs. Nawralmente, nenhum simplexo mterceptante lhe escapa Note-se que o 
procedimento não faz uso explícito do simplexo a ser testado. De fato, o simplcxo está. de cena forma, 
embutido na representação C da polinomial. 

Para que este procedimento de classificaçao possa ser posto em uso pela PodaEspaço devemos 
computar para a polinomial F o arranjo de seus coeficientes de Bézier relativos ao simplcw a testar. 
Para tal cálculo. a teoria de blossom de polinomiais e a sua relação com a base de Bemstein é 
fundamental. Está fora do escopo de trabalho detalhar a teoria ~nvolvida que propicia aquele 
desenvolvimento. Recomendamos o trabalho de [SEID89], onde é apresentada. De posse do 
procedimento de cálculo dos coeticientes de Bézier de uma polinomial F em um simplexo Simp, o 
procedimento de classificação fica simplesmente: 

ClasS16caSimp(F, Simp) 

I 
C ~ CoeíBézier(F, Sirnp): 

RETt.:R.'Ií( Bézie.C.usSimp(C)): 

A ClassiftcaSimp baseada na análise dos coeficientes de Bézier é conservadora e por isso 
adequada à poda por não sugerir a eliminaçao de nenhum simplexo interceptanLe. No entanto, a 
PodaEspaço resultante acabará por guardar tanto simplexos interceptantes (F-interceptantes ou não) 
como alguns simplexos mínimos não interceptantes (e naturalmente não F-inteceptantes). Mas, na fase 
de construção da aproximação linear dos simplexos, somente os simplexos F-interceptantes serão 
considerados pelo método. Para os demais, não se tem aproximações lineares aceitáveis. 

6. Observações Finais 

Na modelagem de sólidos, todas as formas de representação _(CSG, B-Rep, Octrees etc) possuem. 
cada uma, grandes qualidades e graves defeitos, não habilitando qualquer delas a ser rotul:lda como "a 
melhor". A utilização de modcladores híbridos que visam combinar qualidades e minimizar defeitos 
das várias formas de representaçao já é bastante comum nos dias de hoje. É exatamente neste contexto, 
mais especificamente na conversão CSG-+B-Rep, que se encaixa o presente trabalho. 

A técnica de poda do espaço aqui apresentada além de melhorar a eficiência dos algoritmos de 
representação simplicial de variedades de dimensão p -l em RP (p = 2,3) definidas implicitamente por 
funções polinomiais, resolve também o problema da localização de todas as suas componentes conexas. 

Pretende-se utilizá-la para tratar o problema de representar os semi-espaços definidos por funções 
polinomiais e as operações booleanas de UNIÃO, INTERSEÇÃO e DIFERENÇA entre esses semi-
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espaços. at.ravés do uso de funçóes MIN e MAX a elas aplicadas ([MIRA89]). Asstrn poderemos 
empregá-la na conversilo CSG-+B-Rep, se os sólidos CSG são consuuídos por semi-<:spaçOS definidos 
por funçóes polinomiais de, em princípio, qualquer grau. Estes sólidos poderão ser aproximados 
linearmente por panes de urna maneira mais eficiente, sem que nenhuma de suas componentes conexas 
seja perdida no processo (a menos daquelas com dimensóes menores que o stmplcxo mínimo). A 
técnica de poda do espaço por meio da representaçilo na base Bernstein possibilita, assim. a arnpliaçilo 

do poder de expressão dos modeladores CSG. 

Este t.rabalho é, na verdade, a primeira etapa de um projeto mais amplo que pretende utilizar 
métodos sirnpliciais na busca de soluções para diversos problemas em computação gráfica. alguns dos 
quais já mencionados: interseç:'lo de superfícies polinomiais, visualização de sólidos CSG eu:, bem 
como suas aplicações na visualizaç:'lo em computação científica. pois esta emprega, muito 

frequentemente, variedades definidas implicitamente. 
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