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RESUMO - O treinamento de uma rede artificial de neurônios li 
neares de duas camadas {ADALI~E) e discutido neste artigo. Cons~ 

derações sobre o problema da convergência e feito baseando-se na 
regra delta de Widrow-Hoff e uma solução exata para o problema e 
apresentada. 

1. INTRODUCAO 

As redes artificiais de neurônios (RAN) estão sendo ho 
je usadas em vãrias ãreas tais como, reconhe~imento de sinais de 
voz, robótica, reconhecimento de caracteres etc .. A eficiência 
de tais redes ê relativamente alta em todas estas ãreas, mas va 
rios problemas ainda existem, sendo um deles o da lentidão da con 
vergência. O algoritmo da propagação retr~grada (back-propagatio~ 
de Rumelhart e autores [1] estã sendo largamente usado no trein! 
mento das RANs. Este algoritmo possui limitações muito grandes, a 
principal delas ê o uso do fator de aprendizado baseando se na 
experiência que os pesquisadores adquirem ao longo de seus traba 
lhos, não existindo uma maneira precisa de determinã-lo. 

As principais pesquisas nesta ãrea estão direcionadas 
na tentativa de aumentar a velocidade de convergência das RANs. 
A solução deste problema ê de vital importãncià, pois pode redu 
zir enormemente as horas de processamento. Temos trabalhado ne~ 

te sentido na ãrea de reconhecimento de voz e apenas como titulo 
de informação podemos em alguns casos reduzir por um fator de 10 
o número de interações necessãrias ã convergência. 

Outro assunto largamente discutido ê o problema da so 
lução se dirigir para um mínimo local ou global. Este tipo de 
problema ainda não foi solucionado, mas após trabalhar por algum 
tempo na ãre~ podemos arriscar em dizer que esta não e uma situa 
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ção crítica e crucial, pois o que interessa é saber se a RAN con 
verge ou não para uma situação que fica dentro de uma margem de 
erro considerada satisfatõria. 

Como o trabalho aqui proposto é o de reconhecimento de 
caracteres, passaremos agora a analisar mais de perto o problema 
baseado na técnica das redes artificiais de neurônios. A maioria 
dos processos de reconhecimento de caracteres baseados nos meto 
dos tradicionais estão funcionando de maneira eficiente. Surge 
então a pergunta. Porque usar as RANs? Ora estas técnicas tradi 
cionais não executam o processamento paralelo, e as vezes são 
muito lentas, enquanto as RANs usam o processamento paralelo, a~ 

mentando assim enormemente a velocidade de reconheciment~ Outros 
fatores encorajam o uso das RANs mas apenas este jã ê suficiente 
para justificar a pesquisa na area. 

Um dos primeiros trabalhos do uso das redes artifi-
ciais de neurônios no reconhecimento de caracteres foi desenvol
vido por Widrow [2]. O referido autor faz uso da ADALINE 
(adaptive linear neuron). Widrow [2] construiu uma mãquina com 
vãrios potenciômetros constituindo assim a RAN que era ajustada 
variando estes potenciômetros até a convergência ser atingida. A 
meu ver foi um trabalho cansativo, mas os resultados foram exce 
lentes. A partir daí as pesquisas na ãrea ficaram paralizadas, 
quando então com resurgimento da pesquisa na area das RANs 
Widrow [3] publicou outro artigo, mas apenas dando idéias do que 
poderia ser feito nesta ãrea. Os assuntos abordados por Widrow 
[3] estão relacionados aos problemas de rotação, translação, esc~ 

lamento etc de caracteres. Algumas novas estruturas foram sugeri 
das no seu trabalho, mas as vezes muito complexas para implemen
tações. Isto talvez justifique o não surgimento de novos traba 
lhos seguind~ suas idéias. Neste trabalho procuraremos analisar 
o problema do reconhecimento de caracteres quando se faz rotações 
nos mesmos. O trabalho não esgota todos os desenvolvimentos na 
ãrea, mas apenas darã uma contribuição ao assunto. 

2. NEURONIOS LINEARES ADAPTATIVOS (ADALINE) 

As noções de redes artificiais de neurônios 
vos iniciaram com Widrow [2] em 1962. Trabalhando com 

adaptati 
hardware 

Widrow [2] desenvolveu um equipamento que fazia aprendizado de 
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caracteres usando uma matriz 4x4. A mesma rede foi usada por 
Widrow [3] em seu trabalho mais recente. A rede linear adaptati
va (ADALINE) estudada por Widrow [2] e constituida por apenas 
duas camadas, a camada de entrada e a camada de saida como mos 

tra a figura 1. 
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Figura 1. Rede artificial de neurônios lineares adapt~ 
tivos (ADALINE). 

Esta e a rede mais simples que se pode ter. Os sinais 
de entrada são designados pelos vetores xj' onde j representa o 

padrão. 

( 1) 

Os pesos são designados por~' 

(2) 

A entrada x
0 

é fixada em 1 e representa o limiar. A 
saida da rede de Widrow [2] é representada por um neurônio de de 
cisão tipo binãria (.!. 1). Com esta rede consegue se treinar duas 
classes de padrões ou seja dois caracteres pois a decisão e binã 
ria e apresenta apenas duas opções. 

Todo o processo começa com o treinamento da rede, ou 
seja as entradas são apresentadas e os pesos são calculados usan 
do-se algoritmos de treinamento. Consideremos como exemplo dois 
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padrões C e T representativos de duas classes como mostrado na 
figura 2. 
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Figura 2. Dois padrões C e T apresentados nas retinas. 

A cada elemento da reti~a esti associado um peso wn da 
rede. Quando se apresenta um elemento pertencente uma classe as 
saciamos a sua sal'da ao valor + 1 (1 para C e -1 para T) que se 
chama de alvo. De maneira geral a sal'da da rede da figura 1 ê da 
da por: 

H 
lJj • i~1 xij wi 

H ê o nümero de entradas 
j representa o padrão, para o caso da ADALI ~!E 

o erro ê dado pela expressão: 

M 1 
E: = j ~1 !( )Jj - t j) 

Onde tj são os alvos. M é o numero de padrões 
usados no treinamento. 

(3) 

j 1 • 2. 

( 4) 

total 

A determinação dos pesos ê feita por algoritmos de 
treinamento que serão vistos a seguir. 

3. USO DA REGRA DELTA DE WIDROW-HOFF PARA UM HEURGHIO NA ROTACAO 
DE CARACTERES 

As redes artificiais de neurônios são utilizadas ini 
cialmente para treinamento ou seja determinação dos pesos, e lo 
go após para classificar os elementos de acordo com a classe. Vi 
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rias técnicas são usadas no treinamento, sendo a princial delas 
a propagação retrógrada (back propagation). A regra delta de 
Widrow-Hoff [3] segue o mesmo principio da propagação retrógrada 
apresentada por Rumelhart [1] e pode ser dada por: 

(5) 

onde wk ê o valor ~o peso na interação k, wk+l ê o valor do peso 
na interação k+t, ~ ê o fator de aprendizado e E ê o erro, isto~ 
o valor entre a sa1da e o alvo. O fator de aprendizado estã no 

intervalo: 

t .o > a > 0.1 (6) 

A regra delta nada mais ê do que a regra de otimização 
de funções empregando-se o mêtodo do gradiente [4]. 

Nosso principal objetivo serã aplicar 
Widrow-Hoff no treinamento da rede. 

a regra de 

Consideremos inicialmente duas classes. sendo que cada 
classe possue quatro padrões cada com uma rotação de 90° compar! 
do ao outro. como mostra a figura 3. 

B § B §(<) (c) 
X 

(a) 
X 

(a) 
X 

§ § § a~·) ( d) (b) 

X 

(b) 
X X 

Figura 3. Padrões usados no treinamento da rede. 

Os oito padrões apresenta dos ã rede da figura 1 com 

oito entradas e nove pesos dada por w, . w2 ... w8 • Wg a 

põs o tretnamento usando se 100 interações. ~ = 0.5 obtivemos um 

E < 2 0 5 X 1 o-5 • e os pesos calculados são dados por: 
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w1 w2 w3 
o, 1824 o ,817 6 o, 1824 

w4 ws w6 

0,8176 1 ,3648 0,8176 
w7 w8 Wg 

o, 1824 0,8176 o, 1824 

Nota-se que w1 = w3 = w7 = w9 = 0,1824 e 
w2 = w4 = w8 = w6 = 0,8176. Este problema e totalmente 

simétrica pois quando se roda de 90° a figura 3.a, obtém se a 
figura 3.b e o peso representado por w3 passa para w1 , w1 para w7 
e w7 para w9. O mesmo acontece com w2 , w4 , w8 e w6. Como o alvo 
e o mesmo para cada classe, estes pesos podem ser iguais,mas não 
obrigatoriamente iguais como serã visto posteriormente. 

4. SOLUÇAO EXATA PARA A REDE ARTIFICIAL LINEAR DE NEURONIOS 

O principal problema hoje enfrentado no processo de 
treinamento de uma RAN estã relacionado ao processo de converge~ 
cia da rede. O processo de convergéncia ainda continua sendo es 
tudado ã luz da teoria da propagação retrÕgrada,e alguns pesqui
sadores tentam obter resultados sem fazerem uma anâlise matemãti 
ca sobre o assunto. t comum ouvirmos frazes, tais como,. "a rede 

nao converge". 

Tentaremos neste parãgrafo analisar o problema para o 
caso de uma RAN, como aquela apresentada na figura 1. 

Considerando então uma ADALINE de N entradas, uma saida 
assumindo valores! 1 eM padrões divididos em duas classes, p~ 

demos escrever o sistema de equações (7). 

x1j ---~

x2j 

j :> M ( 7) 
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Temos assim um sistema de M equações e N incõgnitas. Se 
M > N, não haverã solução, por outro lado se M < N, de maneira 
geral teremos um numero infinito de soluções. 

Como simples exemplo consideremos os padrões da figura 

3.a. 

Para este caso obtemos as equações, 

w, + w2 + w3 + w4 - ws - w6 + w7 + wa + Wg 

w, + w2 + w3 - w4 - ws + w6 - w7 - wa + Wg -1 

Se atribuirmos valores a w, w2 w3 w4 ws w6 w7 o' 

Chegaremos ao sistema, 

-1 (8) 

cuja solução serã; 

Wg = 0 (9) 

~ SOLUÇAO EXATA DA REDE ARTIFICIAL DE NEURONIOS LINEARES USANDO 
A MINIMIZAÇAO DA FUNÇAO ERRO 

A determinação dos pesos ê feita minimizando a função 
erro. Todos os algoritmos trabalham neste sentido, fazendo com 
que a função erro atinge o valor minimo. Considerando uma rede 
RAN como aquela da figura 1 com N entradas e um total de M p~ 

drões de entrada o erro serã dado por: 

1 2 1 2 1 2 e:= "2" (\.1 1 - t 1) +"2"(\.1 2 - t 2 ) + ... "2"(\JM- tM) (10) 

Onde as saidas são: 

N N N 
\.11 = i~1 Xi1 W; ; \.12 = i~1 Xi2 W; ; IJM = i~1 X;Mwi (l1) 

e t
1

, t 2 , •.• ,tM são os alvos que no caso da ADALINE de Widrow [2] 
assume apenas os valores~ 1, mas no caso pode assumir qualquer 
valor. 

A determinação dos pesos ê feita minimizando a função 
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erro com respeito aos pesos. 
Derivando (10) e (11} com respeito a um peso genirico 

j. obteremos: 

dE ClE (l~j 
awj a~j awj 

o 

Obteremos o sistema de equações, 
N 

i~1(xi1 x11 + xi2 x12 + ••• ,xiM x1M)wi 

N N 
i~1(xi1 xttt + xi2 xN2 + ••• ,xiM xNM}wi = i~1 tixNi 

(12) 

(13) 

A solução do sistema (13) fornecerã os N pesos da RAN. 
Para sermos claros, ilustrarmos duas situações onde H = M, 
N < M. Considerando inicialmente N = M = 2, e os vetores x1 
dados 

por • X, • [: I 
alvos dados por. 

t1 = o 
As sal'das serão, 

l: l 

Derivando a função erro teremos, 

A solução do sistetaa de equações (16} e, 

w, 2 IJI2 .. -1 

As saídas ):1 1 e J.lz serão de acordo co• (15}, 

"t o lolz = 1 

Te•os então que a so1ução serã exata e o erro 
lo. toasideraedo agora o caso dos padrões -+ + + 

::·:r: r + . !: l •· ·l: I x, .. • 

se rã 

e 

(14) 

{15) 

(16} 

(17} 

( 18) 

nu 

(19} 
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ólt: aw, = (w1+ZWz)+(w1+Wz-1)+(2w1+wz-2).2=0 

+(Zw1~-2) = O 

A solução e, 
"'1 "' -15 w2 = 13 

As sai das j.l1 e j.l2 são, 

j.l1 1 t j.l2 -3 

O erro será 

j.l3 = -19 

1 2 1 2 1 2 
E "!(11) + !(-3} + !(19) : 248,5. 0 

2 

(21 ) 

(22) 

(23) 

nota-se neste caso que o erro não e nulo. Generalizan
do, podemos dizer que quando N < M, os pesos calculados pelo pr~ 
cesso de mi nimi z ação da função erro nos produz i rã uma so 1 ução que 
serã o minimo da função erro. mas este minimo não serã nulo. Es 
te resultado e muito interessante, pois elimina aquela duvida se 
a rede converge ou não para o alvo. Resumidamente dizemos que, 

se N < M não hã convergência para o alvo 
se N ~ M hã convergência para o alvo 

onde N é o número de entradas ou peso e M é o número total de P! 

drões. 

Experimentos usando a solução exata e o algoritmo de 
Widrow-Hoff foram feitos para várias redes. Dois exemplos sao 
mostrados a seguir para os casos N = 8, M = 16 e N = 8, M = 12. 

0,2096 o ,2õ72 

0,0893 -0.0751 
o ,3135 -0,021 G 

o. 1945 0,1114 

0,0984 
-0,0363 
-0.0841 

0,3065 

o .z 317 
0,2826 
0,0982 
0,1944 

N 8 

" 16 

Quando N • M não ha simetria perfeita dos pesos. 
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-0,5009 0,2344 0,2683 
0,5022 0,2406 o ,2513 N 8 

0,2:i92 o ,2 491 -0,4984 M 12 
0,2828 0,2136 -0,4964 

6. CONCLUSOES 

O estudo de uma rede artificial de neurônios lineares 
foi feito usando a minimização de funções, e uma solução exata 
foi encontrada para o problema, não sendo necessãrio assim usar 
os algoritmos de "back-propagation" ou a regra de Widrow-Hoff. 
Quando o número de padrões usados no treinamento for menor ou 
igual ao número de pesos (M :> N)a solução converge para o ponto de 
energia nulo. Caso contrãrio a energia não serã nula no ponto de 
minimo. A rotação produzirã pesos simétricos de acordo com a si
metria da rotação, mas esta simetria serã perfeita apenas quando 
o número de padrões for igual ao numero de pesos (M = N). 
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