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1-RESUNMO

Este trabalho apresenta um novo conceito empregado para
a  interpolagio de funcles matemiticas, com virias aplicacies
dentro da computacio grifica. Consiste na subdivisio do dominio
glohal em elementos, da interpolagio local dentro de cada
elemento e, por fim, a obtencfo de uma fungfo interpolada alobal
por  ponderagio das funcides locais. S50 apresentadas aplicacies
com fungies de interpolacfo polinomiais nos casos 2D e 3D. &
feita uma andlise das potencialidades do método ¢ =80 delineadas
aplicagdes particularmente interessantes para este.

2~ INTRODUGED

Diversos algoritmos matemdticos tém sido empregados
para  a solu¢Bo do problema da interpolagSo /7 § & 3 /. Métodas
como o Polindmio de Lagrange ou ajuste de fungies pelo Método dos
Minimos Quadrados (MMQ), <850 aqui denominados de alobais, pois
uma dnica expressio ¢ empregada em todo o dominio para o cdélculln
da varidvel interpolada. Outros métodos, como a Spline Cibica,
assumem wum carater local, uma vez que a funcio € calculada por
fungies diferentes, vdlidas apenas em certos trechos.

As fun¢fes globais si%o mais facilmente tratadas
matemat icamente, porém s850 de aplicagfo mais restrita a um ndimero
reduzido de pontos relativamente bem comportados. Por exemplo
Polinimio de lLagrange pode apresentar excessivas oscilags
quando um niumero grande de pontos € utilizado. Por outro lado, as
fungdes globais ajustadas pelo MMQ podem nfo representar a fungio
interpolada com boa fidelidade se esta nfo for uma fungio
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suficientemente suave. .

N As Ffungfes de interpolagfo locais sdao de calculo
indireto, porém S50 mais vantajosamentes cmpragadas guando se
dispie de um grande nimero de pontos conhecidos e/ou quando se
trata de uma  Ffung3o bastante irregular, isto &, nio suave.
Entretanto, um problema adicional deve ser resolvido: a garantia
da continuidade da Ffungio interpolada e de suass derivdas em  btodo
o dominio, inclusive na transigfo entre trechos adjacentes.

) Este trabalho propde am método de interpolagio  local
que  assegura " a contingidade da fungfo interpolada e d& suas
derivadas atéd a n—dsima ordem em todo o dominio interpolado.  Em
szua  extensao 30, além de assegurar as proprisdades acima, nAO
impfe  nenhum tipo de restricfo no que tange a distribuicio dos
pontos conhecidos sobre o dominio 2D, isto ¢, nlo é necessario
que o3 pontos estejam sobre nenhum tipo de malha regular.

0 nmétodo proposto € apresentado na forma 20 e, apds,
zua extensio para o espaco 30.

3-INTERPOLAGCAD 2D

Os métodos .de interpolagio 530 frequentemsent
utilizados em duas classes de aplicagies basicas: numeEr A
arafica. Por interpolagio numérica entende-se o problema da
determinacio da varidvel dependente em fungio de qualguer  wvalor
da variavel independente pertencente ao dominio, partindo-se
apenas  do  conhecimento de alguns pares de pontos discretos
pertencentes a esta fungHo. .

 Em aplicagies de computagio grafica, o interesse maior
dos métodos de interpolagfo reside no problema da construcio de
uma linha continua, geralmente curva, a partir de um certo numero
de pontos dizcretos pertencentes ou n3o a esta. Frequentemente 2
curva resultante intersepta wuma reta vertical em mais  de um
ponto, portanto nSo constitui uma fungfo matematica. Esta
dificuldade pode ser facilmente contornada pelo uso da forma
paramétrica das funcies./ {1 /

0 método proposto consiste na subdivisio do dominio
total em slementos interpenetrantes, na interpolagio local dentro
do elemento por fungies convenientes e, finalmente, a obtengio da
“fungBo global através da aplicacfo0 de um mapa de ponderagio
apropriado. Embora esta fun¢fo de interpolagio local possa ser de
qualquer natureza, como serd visto mais tarde, sers evemplifiado
apenas o caso de fun¢ies polinomiais.

A figura { exemplifica a interpolagio de uma. fun¢io
pelo método proposto, utilizando polindmios de segundo grau para
a interpolagfo local. Sejam n pares de pontos no espago 20 do
tipo:

1

(k , f(k)) , onde k & um inteiro

Inicialmente determinam-se as esquagies das i~désimas paribolas que
passam pelos pontos:

(i—-¢ , FCi=1))
€ i , FC i ))
(i+4d , fCi+4)) , onde i = 4, 2, 3, ..., n=2, n—{
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Fig 1 - Interpolaclo por parzbolas ponderadas
(a) parabolas locais
(b) fungRo obtida
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Fig 2 - Mapa de ponderacio global
(a) para fungdes locais descritas por trés pontos
(b) para fun¢des locais descritas por quatro pontos
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Estas pardbolas representam bem a funglo interpolada apenas
no intervalo compreendido entre os tré&s pontos discretos

considerados. (fig 1.a) N2o hd nenhuma garantia de continuidade
da derivada entre pardibolas associadas 2 elelementos adjacentes.

0 mapa de ponderaclio da figura 2.a ¢ utilizado para =a
obtencio de uma fungfo cont inua em todo o dominin. Em cada trecho
a fun¢fo resulatante é calculada pela soma ponderada das fungdes
locais segundo o mapa de ponderagio representado graficaments
nesta mesma figura. Nota-se que em cada trecho a soma dos pesos &
sempre unitddia. A fungfo interpoloada resulta da  intercalacin
gradativa e suave das fungdes locais, no caso parabolas, dando
or fgem a uma dnica curva cont fnua. :

& figura 3 mostra a familia de fun¢gfes de ponderagan. A
fungio de ponderacio da figura 3.3 € a de ordem zero, onde P(2)=0
e P(L)=1. & fungSo interpolada com a fungfo de ordem =ero resulta
em cont inua, porém suas derivadas nfo serfo continuas. S& no mapa
de ponderagio da figura 2.a for usada a fungio de ponderagio de
ardem um, onde P(@)=P ' (@)=0, P(i)=1 e P'(1)=0, a fungio
resultante, aldm de continua, apresentard a derivada de ordem um
também continua. Com o uso das fung¢ies de ordem 2 € 3, assegwu -
se a continuidade da fungfo e de suas derivadas até a ordem 2 & 3
respect ivamente.

A fTigura {.b mostra um exemplo de fun¢fo interpolada
pelo método exposto acima. 0s pontos discretos disponiveis estio
assinalados com um °“x°. Nota-se que a funglo € continua bem como
SUAS primeiras e segundas derivadas. A curva nao apresenta nenhum
tiro de oscilaglo e passa necessariamente por todos os pontos
discretos dados. ’

Tratando-se de interpolagio matemadtica, o mesmo
grafica, frequentementes os pontos discretos disponiveis estio
sujeitos a erros aleatdrios. Neste caso nfo € desejdvel que a
fung8o resultante passe necessariamente por todos os pontos
disponiveis, mas represente a “tendéncia média’ da amostra de
pontos disponiveis, ou seja, deve ser ajustada =aos pontos
experimentais de forma a compensar os erros aleatdrios.

Para se obter este efeito, & suficiente utilizar uma
fungio de intertpolagfo local que se ajuste aos pontos
disponiveis no subdominio correspondente. Quando a fun¢gSo global
é obtida pela ponderacfo destas fungfes locais ‘ajustadas’™, a
fun¢8o resultante representa a “tendénciza média® dos pontos
disponiveis.

As figuras 4 € 5 ilustram as duas situagies descritas
anter iormente, porém, na figura 5, aplicada a uma fungio descrita
na sua- forma paramétrica. Nas figuras 4.a € S.a os pontos
discretos foram interpolados localmente por pardbolas que passam
por cada trés pontos. As figuras 4.b e 5S5.b resultam da
interpolagio local dos mesmos pontos discretos por pardbolas
ajustadas para cada 4 pontos sucessivos.

Em um caso geral, as fun¢des de interpolagio locais
podem ser de qualquer natureza: polinfmios, exponenciais, fungdes
trigonométricas, etc, ajustadas localmente por qualquer critério:
cdalculo exato, MMQ, etc. A ponderagio global € efetuada
exatamente da mesma forma. Esta liberdade adicional assegura uma
excelente fidelidade da fungfo resultante em relagfo & quant idade
interpolada.
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Fig 3 - Funcies de ponderagfo

(3) ordem @
(b) ordem 1
() ordem 2
(d) ordem 2

(b)

Fig 4 - Interpolagio 2D dos mesmos pontos discretos
(a) interpolagio exata :
(b) interpolagio pela tendéncia média
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4 - INTERPOLACEZD 20

Apresenta-se aqui a extensio do método para o caso de
interpolagio tridimensional. & exbtensio para cspagos de dimensdes
naiores que 3 & imediata, porém sem interesse pratico para a
computagio  griafica. @&  idéia global ¢ a mesma:  subdiviszio do
dominio 2D em elementos normalizdveis, interpolacio local e
interpolacio global por meio de um mapa de fungdes de ponderagic
3D Como no caso 2D, também no caso 23D = interpolagio
super Flcies  gque  ssjam  cortadas mais de oma ves  por ama
vertical pode ser resolvida pela forma paramétrica das fungoe
Por  esta  rario, neste  texto sera tratado apenas  do caso
interpolagio de funghes.

0 dominio € dividido em uma série de elementos. Estes
ElEmEntos, no caso retangulares, sHo obtidos de forma a haver ama
certa  superposicio entre elementos adjacentes, como  mostra  a
Figura 4. Devido 4 superposigio, nota-se que o subelemento B2-B3-
C2-C3 pertence a0 mesmo fLempo aos elementos Af-43-Ci-C3, Bi-B3-
LE-D32,  A2-A4-C2-C4 ¢ B2-B4-D2-D4. Aszim, nota-se que, 2 meEnos de
subelementos adjacentes &5 bhordas do dominio global, cada
subslemento pertence sinltansamente a 4 elementos.

0s pontos discretos disponiveis, (Xi,Yi, Zi), =Zo
classificados = identificados a3 gue elementos do dominia
pertencem. Em seguida, uma fungfo 3D local é determinada para
cada  slemento, com bass no conjunto de dados pertencente a este
elemento. Esta fun¢fo local, como no caso 2D, pode ser de
qualquer natuwreza, entretanto deve-se asseEgurar que o AUMEro
total de pontos disponiveis para cada elemento € compativel com a
fungidao de  interpolagio local, para se evitar indeterminagies
matemdticas. A Ffungfo local pode ser de ordem diferente pars
certos elementos onde se espera variagdes mais suaves ou bruscas
da quant idade interpolada.

Cada subelemento, nao pertencente & borda, pertence
simultaneamante a quatro slementos. Cada canto de um subelemento
situa-se no centro de um elemento apenas, o qual, para fins de
nomenclatura, recebe o =y noms. Assim € natural que o valor da
fungdo interpolada no ponto B2 corresponda ao valor da fung3o
Inocal calculada para o elemsnto B2. No centro do elemento B2-B32-
C2-C3 a fungio interpolada deve ser obtida pela ponderagio
equitativa das fungdes locais determinadas para os elementos B2,
B3, C2 e C3. ’

A fun¢fo de ponderagfo que atende aos requisitos acima,
e ainda intercala suave € continuamente as fungdes locais dentro
de um subelemento, € representada na figura 7. Sendo x e 4y as
coordenadas normalizadas dentro de um subelemento, a fungio de
pondera¢io 2D de segunda ordem apresenta as seguintes
propriedades:

DO 9

P(O , @)
PCe , 1)
P , ©) =
PCL , 1) =

il
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Fig 5 ~ Interpolag®o 20 de uma fungio na forma paramebr ica
(a) interpolacio euxata
(b) interpolacfo pela tend@ncia média
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Fig 6 - Divis3o do dominio 2D em elementos e subelementos.
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adicionalmente, todas as primgiras e segundas derivadas espaciais
de PO, 4} com respeito a x e 9, 5830 nulas nos vérticies, as
derivadas em relagio a x 350 nulas para P, y) & PCL , 4), as
derivadas em relagio a 4 sao nulas para P( , @) ¢ PG , 1), e a
fungio e suas derivadas continuas no interior do subelemento.
A Tungio interpolada & calculada no interior do subelemento

BR2-BE-C2-C2 pela experessiEol

Fls,yy = BICLYY PG,yg)y + B20X,Y) P(i-y,) +
C2(X,Y) PO~y ,i=2) + C3(X,Y) Py, 1)
onde
* F(x,y) & a fungBo global resultante
* o B3X,Y)Y, B2X,Y), C3(X,Y) & C2(X,Y) =&
locais determinadas para os elementos B3
respectivamsnte
* P(x,y) & a fun¢ao de ponderagio
X & Y s%0 coordenadas globais ¥
* e y sRo coardenadas laocais do subelemento

1

X

i
it

A Ffungio global (FG) assim obtida, apresenta
seguintes propriecdades:

- reduz-se ao valor da fun¢lo local nos vérticies dos
subelementosi R :

- suas derivadas se reduzem ao valor das derivadas da
fungfio local correspondente a cada vérticie de cada
subelemento;

- & continua dentro dos subelementos;

~ suas derivadas espaciais, até a sua ordem, =350
cont inuas dentro dos subelementos;

~ ¢ continua & tem suas derivadas espaciais continuas
na borda entre subelementos adjacentes;

- & continua e suas derivadas s50 continuas em todo o
dominio interpolado.

Pelo exposto até aqui, € possivel concluir que nZo ha
nenhum  tipo de restrigio no que concerne 3 forma ou ordem de
introdu¢io dos pontos discretos conhecidos. NRo é necessario que
estes pertengam a nenhum tipo de malha regular. A dnica exigéncia
¢ que atinjam o nudmero minimo requerido pelas funghes de
interpolagio locais. Esta caracteristica torna este mdtodo
bastante atrativo para certas classes de aplicacres especiais: &
possivel, por exemplo, alimentar o algoritmo com dados extraidos
de curvas de nivel €, com uma divisio e escolha apropriada de
elementos e fun¢des de interpolagf8o locais, obter o relevo
primitivo que deu origem ao mapa de curvas de nivel utilizado
para gerar os dados. A superficie fFfinalmente obtida serid
cont (nua, com suas derivadas também continuas, e tenderd 2
representar o relevo original. A maior ou menor fidelidade da
superficie obtida serd fortemente influenciada pela ezcolha
correta do nuimero de elementos e do tipo das funghes de
interpolagio locais.
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Outra aplicag¢@o interessante ¢ a interpolacio, em todo
um  dominio, de uma fungio  potencial, partindo de  linhas
equipotenciais. $80 exemplos 0s campos elétricos e magnét icos, ©
A fungHo ordem de franja, muito gsada na interferometria. Com a
cont inwidade da deriv azsegurada, a derivada espacial do campo
potencial pode  ser ilmente obtida. Esta quantidade é muito
b il oem o ceErtas aplica dentro da fisica & engenharia.

Tac

A Figura 3 apresenta a superficie de um coane
interpolado por meio de 7 % 7 elementos de primeira ardem
(planas). M8 Foi usada a forma paramétrica desta superficie.
Fwbora as  funcles de interpolagfo locaiz utilizadas nSo ECN X

atdequadas  para o tipo de superficie em questio, nota-se que o
reaulatado Final & muwito bom na regifo mais afastada do vérticie
do cone, & sua qualidade chviamente decresce X medida que s
aproxima deste. Este sxemplo foi sscolhido por FEC,  RAD MEEMO
tempo, de fdacil simulacBo e avaliagBo, e de dificil interpolacio.

A Figura F mostra o mapa de curvas de nivel utilizado
rara construicv o relevo da figura 10. 0 algoritmo foi alimentado
someEnte com pontos sobre as curvas de nivel. Foram utilizados no
total 7 3 7 elementos de segunda ordem, segundo a disposigio
regular  wostrada na figura . A figura 19 ilustra o resultado
abtido. Nota~-se que, a menos de {fatores provocados pela
deficiéncia da reprezentagio grafica, que o rezultado obtido &
bastante bom. A& superficie tende a representar bem os dois
"picos”  simnulados por meio das curvas de nivel e a continuidade
total do relevo & ainda preservada. Este exemp lo se presta para
ilustrar as potencialidades do método.

=

3 - CONCLUS3ES

Os resultados apresentados ilustram parcialmente as

potencialidades do  método proposto. Dentro  do cCAampo da
interpolagdo matemdtica, suas aplicagies s3%0 vastissimas, e
espacialmente  intersssantes por permitir » utilizacio de funcres
locais assemelhadas com a funcio a interpolar. A possibilidade de
efetuar interpolagdes multi~dimensionais ¢ um atrativo a mais.

Dentro da computa¢fo grdfica hd um grande universo de
aplicagies factiveis. Desde a simples interpolacfo 20 de 1linhas
curvas A obten¢fo de superficies 3D esculpidas. Como garande
atrativo introduz a liherdade na organizacio dos pontos discretos
conhecidos, dispensando o uso de malhas regulares. Pode ser
usado, com grande wvantdgem na topograftia e no tratamento de
Problemas de fun¢ies potenciais.
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Fig 7 = Fungio de ponderacio 20 de segunda ordem.

Fig 8 - Superficie de um cone interpolada por meio de 7 x 7
elementos de segunda ordem.
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Fig ¢ - Subdivisio do dominio € mapa de curvas de nivel
utilizado para gerar o relevo da figura 1@.

Fig 10 - Relevo gerado com 7 ¢ 7 elementos de segunda ordem
partindo das curvas de nivel da figura .



