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Abstract. In opposite to classic logic, fuzzy logic enables to manipulate other truth values than

\true" or \false". Adjacency and similarity relations between elements composing an image can be

represented by means of graphs. This work presents a way to introduce fuzzy edges and vertices in

graphs to manipulate incertainty and imprecision in images. This procedure provide more exibility

in segmentation techniques based on pyramid strutures. The order in which the graphs elements of

the pyramid levels are evaluated doesn't have any importance. All procedures are parallelisable.

1 Introdu�c~ao

Dando �a m�aquina a possibilidade de reconhecer for-

mas, o homem certamente transpôs uma importante

barreira rumo �a automa�c~ao de suas tarefas cotidia-

nas. Percebe-se este automatismo em campos como o

do reconhecimento da voz (tradu�c~ao em tempo real

de l��nguas estrangeiras, por exemplo) e da escrita

(leitura e reconhecimentos de endere�cos para a tria-

gem autom�atica de cartas).

Pode-se citar tamb�em a vis~ao assistida por com-

putador, que contou com um grande avan�co nos �ulti-

mos anos. D�a-se, a seguir, algumas de suas ap-

lica�c~oes, compreendendo o tratamento, a an�alise e

a interpreta�c~ao de imagens: a numera�c~ao citol�ogica

de prepara�c~oes microsc�opicas [4], o controle do mo-

vimento de robôs, a plani�ca�c~ao de trajet�orias, a

an�alise de imagens a�ereas e do solo, o reconhecimento

autom�atico de impress~oes digitais, entre outras.

No processo de an�alise de imagens, a etapa que

tem por objetivo extrair os objetos que comp~oem a

cena chama-se segmenta�c~ao. Uma das maneiras de

realizar esta etapa �e particionar o suporte da imagem

em regi~oes, de maneira que cada uma delas corres-

ponda a uma entidade na cena analizada.

Neste trabalho aborda-se t�ecnicas piramidais de

segmenta�c~ao, as quais s~ao baseadas no crescimento

de regi~oes e em processos de contra�c~ao de grafos.

Prop~oe-se a introdu�c~ao de arestas e v�ertices difusos

nos grafos de adjacência e de similaridade que repre-

sentam a imagem, objetivando-se com isso obter uma

maior exibilidade nos processos de segmenta�c~ao.

A se�c~ao 2 deste trabalho enfoca o uso de estru-

turas piramidais irregulares na segmenta�c~ao de ima-

gens. Na se�c~ao 3 prop~oe-se um modelo piramidal

para a segmenta�c~ao, baseado na l�ogica difusa. Re-

sultados s~ao mostrados e comparados com aqueles

fornecidos pelo modelo cl�assico. As conclus~oes s~ao

apresentadas na se�c~ao 4.

2 Estruturas piramidais para a segmenta�c~ao

Uma pirâmide �e uma estrutura de dados capaz de

representar uma imagem em diferentes n��veis de re-

solu�c~ao. Da base (que normalmente �e a imagem ini-

cial, representada por uma matriz de pixels contendo

normalmente 2M �2M elementos) at�e seu �apice (que �e

o �ultimo n��vel da pirâmide), a resolu�c~ao da imagem

decresce, permitindo a elimina�c~ao das informa�c~oes

redundantes e in�uteis contidas na cena.

A combina�c~ao do paralelismo, da recursividade

e da multi-resolu�c~ao faz da estrutura piramidal uma

ferramenta de porte na representa�c~ao e no tratamento

de dados. O paralelismo fornece a possibilidade de

melhorar consideravelmente o tempo de processamen-

to, a multi-resolu�c~ao reduz o n�umero de opera�c~oes ne-

cess�arias ao tratamento da imagem, e a recursividade

tem sua importância na coerência e simpli�ca�c~ao dos

algoritmos. An�alises comparando os diferentes asp�ec-

tos dos modelos piramidais citados acima, podem ser

encontradas em [1, 6, 9].

Pode-se citar como exemplos de aplica�c~ao de
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Figura 1: Um pixel x e suas (a) 4-vizinhan�ca e (c) 8-vizinhan�ca. Os grafos de adjacência gerados por x em

rela�c~ao a (b) 4-conexidade, (d) 8-conexidade.
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Figura 2: Grafos de (b) adjacência e de (c) similaridade associados �a con�gura�c~ao de regi~oes de (a).

t�ecnicas piramidais: a pirâmide laplaciana, que forne-

ce uma decomposi�c~ao freq�uencial da imagem [5], a

discrimina�c~ao de texturas [7] e a detec�c~ao de zonas

de contraste [2] na imagem. Pela simpli�ca�c~ao da in-

forma�c~ao inicial (atrav�es da redu�c~ao de seu volume) a

pirâmide pode ser utilizada na compress~ao de dados.

2.1 Nota�c~ao e modelagem

A modelagem do n��vel zero (base) de uma pirâmide,

usando grafos, �e realizada da seguinte forma: a cada

pixel da imagem, associa-se um v�ertice, e a aresta

(x; y) �e criada se e somente se os dois pixels repre-

sentados pelos v�ertices x e y s~ao vizinhos. Quando

se trabalha com um grid quadrado, �e poss��vel as-

sociar a um pixel sua 4-vizinhan�ca ou 8-vizinhan�ca,

conforme mostra a �gura 1. Nos n��veis superiores

da pirâmide, cada v�ertice representa um conjunto co-

nexo de v�ertices da base, chamado campo receptor.

Em cada n��vel da pirâmide as rela�c~oes de vizinhan�ca

entre os campos receptores s~ao representadas por um

grafo chamado grafo de adjacência. A �gura 2(b)

mostra o grafo de adjacência associado �a con�gura�c~ao

mostrada em 2(a).

Um n��vel k da pirâmide �e constru��do a partir do

n��vel precedente k�1, cujos v�ertices s~ao ditos vivos.

Um subconjunto desses v�ertices ser�a escolhido (se-

gundo regras que ser~ao apresentadas em 2.3), for-

mando o conjunto dos sobreviventes do n��vel k�1.

Estes sobreviventes ser~ao ent~ao os v�ertices vivos do

n��vel k. No �m do processo, as liga�c~oes entre os h

n��veis da pirâmide s~ao feitas de maneira que cada

elemento de um n��vel k esteja ligado com os elemen-

tos do n��vel k� 1 que ele representa (chamados seus

�lhos) e com um elemento do n��vel k + 1 (chamado

de pai). Estas rela�c~oes de�nem uma estrutura ar-

borescente na pirâmide.

2.2 Grafo de similaridade

A utiliza�c~ao de um limiar de similaridade sg no grafo

de adjacência permite a elimina�c~ao das adjacências

sem interesse, criando um grafo de similaridade.

Desta maneira, mesmo que os campos receptores dos

v�ertices x e y sejam vizinhos, a aresta (x; y) s�o es-

tar�a presente no grafo de similaridade se a condi�c~ao

seguinte for satisfeita:

jNC(x)�NC(y)j � sg (1)

onde NC(x) �e o n��vel de cinza da regi~ao representada

pelo v�ertice x.

A escolha de sg �e um problema dif��cil pois se este

valor for grande, v�arias fus~oes entre regi~oes vizinhas

tendo uma certa similaridade se produzem; o caso

inverso induz �a detec�c~ao de regi~oes sem interesse.

Para evitar esses problemas, a extra�c~ao de um grafo

de similaridade a partir da an�alise mais detalhada

da vizinhan�ca de cada regi~ao �e proposta em [10].
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Esta extra�c~ao �e executada em paralelo em toda a

imagem, e divide os vizinhos de cada v�ertice em dois

grupos utilizando um valor de limiar local sl(x). O

crit�erio (1) transforma-se ent~ao em:

jNC(x)�NC(y)j � sl(x) (2)

Somente os vizinhos y de x que satis�zerem (2)

ser~ao aceitos. Como este crit�erio n~ao �e sim�etrico,

para representar as rela�c~oes locais de similaridade

necessita-se de um grafo orientado, como ilustra a

�gura 2(c).

2.3 Algoritmo de constru�c~ao da pirâmide

A constru�c~ao da pirâmide irregular de uma imagem�e

feita recursivamente e em paralelo, da base ao �apice,

atrav�es de um processo de contra�c~ao de grafos. Em

cada n��vel, as etapas seguintes devem ser realizadas:

� escolha dos sobreviventes;

� os n~ao sobreviventes escolhem um pai;

� atualiza�c~ao dos grafos de adjacência e de simi-

laridade;

� atualiza�c~ao dos atributos dos sobreviventes.

No momento em que o grafo de similaridade no

n��vel k da pirâmide n~ao possui mais arcos, o algo-

ritmo p�ara pois nenhuma outra fus~ao �e poss��vel.

A escolha dos sobreviventes �e feita em paralelo,

de maneira adaptativa ou estoc�astica 1, segundo os

seguintes crit�erios:

C1: Cada n~ao sobrevivente deve ter ao menos um

vizinho que sobrevive (para que ele possa ser

representado nos n��veis seguintes);

C2: Dois vizinhos (v�ertices adjacentes no grafo de

similaridade) n~ao podem sobreviver ao mesmo

tempo (garantindo assim a convergência do pro-

cesso).

Na teoria de grafos, um conjunto de v�ertices

que satisfaz C1 e C2 ao mesmo tempo �e chamado

de est�avel. Em um grafo orientado essa escolha se

traduz pela busca de um est�avel que seja tamb�em

um conjunto dominante. Este conjunto de v�ertices,

mostrado em destaque no grafo da �gura 2(c), deno-

mina-se n�ucleo. As transforma�c~oes das condi�c~oes C1

e C2 ao caso orientado, bem como a an�alise da exis-

tência e unicidade de solu�c~oes deste problema, s~ao

apresentadas em detalhes em [3].

1Por comodidade de nota�c~ao e visando simpli�car a apre-

senta�c~ao, n~ao se distinguir�a neste trabalho, as pirâmides irre-

gulares estoc�asticas das adaptativas. Mais detalhes podem ser

encontrados em [3, 8, 10].

3 Introdu�c~ao da l�ogica difusa em estruturas

piramidais

Foi visto na se�c~ao precedente que a escolha do con-

junto de sobreviventes no n��vel k da pirâmide gera um

conjunto de v�ertices mortos. Cada um destes v�ertices

deve fusionar-se com um vizinho sobrevivente. Tal

vizinho ser�a ent~ao chamado de pai e receber�a seus

atributos para represent�a-lo nos pr�oximos n��veis da

pirâmide. Esta escolha �e de extrema importância j�a

que o resultado do processo de segmenta�c~ao depende

fortemente de boas fus~oes.

A escolha de um pai �e f�acil quando o v�ertice

morto possui apenas um vizinho sobrevivente, mas

por falta de op�c~oes, esta escolha for�cada pode ser

errônea. Pode-se considerar tamb�em o caso em que

um v�ertice �e identicamente similar a v�arios vizinhos

sobreviventes; nesta situa�c~ao, ele �e obrigado a decidir

aleatoriamente. Em vista desses fatores, que podem

facilmente gerar fus~oes indesej�aveis na passagem de

um n��vel a outro da pirâmide, seria interessante per-

mitir aos v�ertices indecisos que adiassem sua escolha.

Esta exibilidade em uma estrutura piramidal

permitiria que os outros v�ertices se regrupassem, for-

mando pouco a pouco novas regi~oes. Estas �ultimas,

podendo ser mais similares �a regi~ao indecisa, gerariam

a realiza�c~ao de melhores fus~oes.

Esta se�c~ao introduz um modelo que permite o

adiamento das decis~oes relativas �a escolha de um pai

pelos v�ertices mortos indecisos.

3.1 Conjuntos difusos

A no�c~ao b�asica da l�ogica difusa vem da id�eia de per-

tinência parcial de um elemento a v�arias classes ao

mesmo tempo.

De�ni�c~ao 1 Seja X o conjunto universo. Um con-

junto difuso A em X �e de�nido por uma fun�c~ao de

pertinência �A que associa para cada elemento x de

X seu grau de pertinência �a A em [0,1]:

�A : X ! [0; 1]: (3)

Um conjunto �e dito cl�assico quando �A assume

somente os valores 0 ou 1.

3.2 Liga�c~oes difusas

Uma das restri�c~oes impostas ao modelo piramidal

pela l�ogica cl�assica �e a unicidade de pertinência de

uma regi~ao a um campo receptor. Prop~oe-se que esta

restri�c~ao seja relaxada. Utilizando a l�ogica difusa,

pretende-se permitir que um v�ertice possa selecionar

v�arios pais at�e o momento de sua tomada de decis~ao

de�nitiva.
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De�ni�c~ao 2 Um v�ertice indeciso, que n~ao est�a pre-

parado para escolher um pai de�nitivo, �e chamado

v�ertice difuso enquanto ele permanece neste estado

de indecis~ao.

Seja F um v�ertice que morre no n��vel k da pirâ-

mide e �k(F ) = fV1; V2; � � � ; Vvg o conjunto de seus

vizinhos. Considere-se o conjunto de pais potenciais

de F , P k(F ) = fS1; S2; � � � ; Sp; � � � ; Stg, no n��vel k,

de maneira que s(F; S1) = s(F; S2) = � � � = s(F; Sp)

e s(F; Sp) > s(F; Sj) 8j > p, onde s �e a fun�c~ao

de similaridade. Como cada um dos pais potenciais

�e um v�ertice sobrevivente, tem-se P k(F ) � �k(F ),

ent~ao t � v. Ora, F n~ao pode escolher seu pai em

P k(F ) pois existem v�arios deles que lhe s~ao identica-

mente similares, sendo este valor maximal; F torna-

se ent~ao um v�ertice difuso.

3.3 Gest~ao das liga�c~oes difusas

Existem diversas maneiras de determinar o conjunto

de pais P k+1(F ) no n��vel k + 1 a partir de P k(F ) :

� F mant�em a liga�c~ao somente com os pais po-

tenciais que sobrevivem no n��vel k + 1 e que

têm o mesmo grau m�aximo de similaridade, eli-

minando os que lhe s~ao menos similares. Neste

caso, o conjunto dos pais P k+1(F ) do v�ertice

difuso F no n��vel k + 1 �e tal que P k+1(F ) �

fS1; S2; � � � ; Spg.

� F mant�em a liga�c~ao com todos os elementos

de fP k(V1); P
k(V2); � � � ; P

k(Vv)g independente-

mente das suas similaridades. O con-

junto P k+1(F ) conter�a P k(S1), P
k(S2), � � �,

P k(St), mas n~ao necessariamente �k(F ), nem

P k(F ). No entanto, todo v�ertice sobrevivente,

pai de um vizinho morto de F , far�a parte dos

pais de F no n��vel k+1. Esta estrat�egia mant�em,

na verdade, todas as liga�c~oes poss��veis entre F

e os sobreviventes do n��vel superior.

� �E poss��vel separar os pais potenciais do n��vel k

de um v�ertice difuso F em dois grupos no n��vel

k + 1. Esta separa�c~ao pode ser realizada utili-

zando um valor de limiar baseado nas diferen�cas

de n��veis de cinza entre F e cada elemento de

fP k(S1); P
k(S2); � � � ; P

k(Sm)g. Neste caso,

P k(F ) = fS1; S2; � � � ; Stg ser�a um sub-conjunto

de fP k(S1); P
k(S2); � � � ; P

k(Sm)g.

Apesar do aspecto interessante da �ultima pro-

posi�c~ao, a determina�c~ao de um valor de limiar �e ne-

cess�aria, al�em dos limiares local e global. Prefere-se

a segunda op�c~ao pois um pai potencial que n~ao �e,

at�e o momento, um dos mais similares, pode sê-lo

Pi(5) 1 3 6 7

NC 100 135 110 115

�Pi
(5) - equ. 5 0.255 0.240 0.255 0.250

�Pi
(5) - equ. 6 0.300 0.133 0.300 0.267

Tabela 1: Graus de pertinência do v�ertice 5 a seus

pais potenciais.

nas itera�c~oes seguintes. Esta estrat�egia n~ao elimina

a possibilidade de fus~ao entre F e este pai, ao passo

que a primeira �e muito mais restritiva. Prop~oe-se

ent~ao a seguinte regra: Cada v�ertice difuso estar�a

parcialmente ligado a seus pais potenciais. Isto signi-

�ca que a regi~ao que ele representa far�a parcialmente

parte de cada um dos campos receptores vizinhos na

base da pirâmide.

Desta maneira, o grau de pertinência �Pi
(F ) do

v�ertice F a seu pai Pi pode ser dado por :

�Pi
(F ) =

s(F; Pi)X

j

s(F; Pj)
8i (4)

(onde
X

j

�Pj
(F ) = 1) e s(F; Pi) �e dado por

s(F; Pi) = 1�
jNC(F )� NC(Pi)j

NCmax �NCmin

(5)

ou alternativamente por :

s(F; Pi) = 1�
jNC(F )� NC(Pi)jX

j

jNC(F )� NC(Pj)j
(6)

As equa�c~oes (5) e (6) sendo aplicadas ao grafo da

�gura 2(c), cujo v�ertice 5, de n��vel de cinza 105, tem

4 pais potenciais, fornecem os resultados da tabela 1.

Percebe-se que com a segunda proposi�c~ao de cal-

cular dos graus de pertinência, obt�em-se resultados

mais discriminativos. �E atrav/'es desses resultados

que os atributos do v�ertice difuso ser~ao tomados em

considera�c~ao nos n��veis superiores da pirâmide, at�e

que ele tome sua decis~ao de�nitiva. A �gura 3(b)

ilustra as liga�c~oes cl�assicas (P (2) = 3; P (4) = 1 e

P (x) = x 8x sobrevivente) e difusas dadas por (6).

3.4 Algumas considera�c~oes

A introdu�c~ao de arestas e v�ertices difusos na pirâmide

de grafos, cria uma nova topologia nas rela�c~oes entre

os campos receptores na base da pirâmide. Em fun-

�c~ao disso, as regras para a obten�c~ao dos sobreviventes

e a coloca�c~ao em dia dos grafos de adjacência e simi-

laridade devem ser adaptadas. Em [3] �e proposto um
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Figura 3: Grafos representando (a) adjacências e (b) liga�c~oes difusas.
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Figura 4: (a) Grafo representando as liga�c~oes da (b) con�gura�c~ao �nal.

modelo para resolver estes problemas. A �gura 3(a)

fornece uma id�eia de como �caria o grafo de ad-

jacência, que cont�em tamb�emarestas difusas, as quais

traduzem a incerteza de fus~ao dos v�ertices difusos.

Uma das poss��veis con�gura�c~oes �nais do exem-

plo adotado neste artigo �e mostrada na �gura 4(b),

representada pela estrutura arborescente de 4(a). No-

te-se que o v�ertice difuso 5, quando escolhe seu pai

de�nitivo, liga-se diretamente a ele, sem passar pelos

n��veis intermedi�arios.

3.5 Resultados e compara�c~oes

Mostra-se nesta se�c~ao a aplica�c~ao das pirâmides ir-

regulares cl�assica e difusa a dois tipos de imagem: a

primeira (�gura 5(a)), �e uma imagemde ressonância

magn�etica, mostrando um corte dorsal. �E uma ima-

gem ruidosa e os diferentes �org~aos que a comp~oem

s~ao di�cilmente segment�aveis. Seu histograma de

n��veis de cinza �e dado em 5(b). A segunda imagem

(�gura 7(a)) foi obtida atrav�es da radiogra�a de redes

vasculares. Uma das di�culdades na segmenta�c~ao

desta imagem �e a conserva�c~ao da conexidade dos

vasos, devido ao fato do contraste com o fundo variar

ao longo de seus trajetos. O histograma de n��veis de

cinza �e mostrado em 7(b).

A �gura 5 (c a f) mostra dois resultados da apli-

ca�c~ao da pirâmide irregular �a imagem mostrada em

(a). O primeiro desses resultados, acompanhado da

sua carta de contornos (c e d), deixa transparecer a

di�culdade do algoritmo para tratar informa�c~oes rui-

dosas (obtêm-se v�arias regi~oes de pequeno tamanho

nas zonas de textura e o fundo da imagem n~ao �e ho-

mogêneo). Aumentando o limiar global de 10 a 12,

passa-se de 153 a 71 regi~oes detectadas (e e f). Este

resultado �e melhor que o precedente, mas grandes

zonas na �gura, que poderiam ser representadas em

uma s�o regi~ao, n~ao o s~ao, ao passo que o interior da

�gura come�ca a se confundir com o fundo da imagem.

Para a mesma imagem, os resultados fornecidos

pela pirâmide difusa (�gura 6), quando sg vale 10 (a

e b), 11 (f e i) e 12 (d e g, e e h) mostram uma supe-

rioridade no tratamento de zonas ruidosas, gra�cas a

adaptabilidade no tratamento de informa�c~oes incer-
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(a) (b) (c)

(f)(d) (e)

Figura 5: Pirâmide irregular cl�assica aplicada a uma imagem de ressonância magn�etica.

tas e imprecisas. Vê-se claramente a inuência do

ru��do no oitavo n��vel da pirâmide (c), o qual �e pouco

a pouco eliminado, antes do �apice ser atingido no

d�ecimo sexto n��vel (b).

Dois resultados da aplica�c~ao da pirâmide irre-

gular cl�assica �a segunda imagem s~ao mostrados na

�gura 7. Percebe-se em (c e d) a detec�c~ao de um

fundo bem homogêneo, mas os elementos alongados

foram particionados em v�arios peda�cos. Buscando

obter a conexidade desses vasos, baixou-se o valor

de limiar global. O resultado (e e f) decepciona pois

torna-se sobrecarregado de informa�c~oes n~ao sig-

ni�cativas, al�em de n~ao se obter uma distin�c~ao entre

o fundo e os vasos sang�u��neos, em algumas zonas da

imagem.

Os resultados fornecidos pela pirâmide irregu-

lar difusa (�gura 8) permitem uma melhor detec�c~ao

das entidades alongadas na imagem. Percebe-se isso

em (a e b), imagens nas quais os vasos menos con-

trastados com o fundo têm uma maior conexidade

que no caso cl�assico. Diminuindo o limiar global, a

segmenta�c~ao perde em qualidade (c e d).

Em geral, para ummesmo valor de limiar global,

a pirâmide difusa chega a seu �apice em um n�umero

menor de n��veis que a cl�assica. N~ao existe melhora-

mento signi�cativo nos resultados fornecidos pela pi-

râmide difusa, em rela�c~ao �a cl�assica, quando a ima-

gem inicial �e bem contrastada.

4 Conclus~ao

Apresentou-se neste trabalho uma estrutura pirami-

dal irregular difusa visando prover uma segmenta�c~ao

de imagens mais adaptativa. O m�etodo se baseou no

princ��pio de que um v�ertice n~ao sobrevivente do grafo

de adjacência pode se associar a mais de um pai ao

mesmo tempo. Propôs-se uma forma de gerenciar as

rela�c~oes pai-�lho nos diversos n��veis da pirâmide.

Esta t�ecnica apresenta resultados su-

periores �aqueles fornecidos pelo algoritmo tradicional

quando as imagens tratadas s~ao ruidosas ou possuem

entidades alongadas. Em imagens bem contrastadas

n~ao foi observada melhora signi�cativa.

O novo m�etodo abre caminho ao estudo de co-

opera�c~oes do tipo regi~oes-bordas e �a generaliza�c~ao

para o caso 3D.
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Figura 7: Pirâmide irregular cl�assica aplicada a uma imagem de redes vasculares.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 8: Pirâmide irregular difusa aplicada a uma imagem de redes vasculares.
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