
ESTRAT�EGIAS PARA A FUS~AO DE REGI~OES UTILIZANDO

CONJUNTOS DIFUSOS

Gilson Braviano1

Annick Montanvert2

Pascal Bertolino2

1Departamento de Express~ao Gr�a�ca - CCE - UFSC

CP 476 - 88.010-970 - Florian�opolis - SC

gilson@mbox1.ufsc.br

2Laboratoire TIMC - Techniques de l'Imagerie, de la Mod�elisation et de la Cognition

Institut Albert Bonniot

Domaine de la Merci, 38706 La Tronche, Fran�ca

fAnnick.Montanvert,Pascal.Bertolinog@imag.fr

Abstract. In [3] it was presented a way to introduce fuzzy edges and vertices in graphs to manipu-

late incertainty and imprecision in images. This procedure provide more exibility in segmentation

techniques based on pyramid strutures but it introduces several topologic problems to merge regions.

This work presents strategies to realize good region merges and to avoid connectivity problems.

1 Introdu�c~ao

A vis~ao assistida por computador tem contado com

um grande avan�co nos �ultimos anos. Em algumas

de suas aplica�c~oes, precisa-se extrair de uma cena os

objetos que a comp~oem. Tal processo �e conhecido

pelo nome de segmenta�c~ao. Neste trabalho aborda-

se t�ecnicas piramidais de segmenta�c~ao, as quais s~ao

baseadas no crescimento de regi~oes e em processos

de contra�c~ao de grafos. Prop~oe-se formas de geren-

ciar as rela�c~oes de adjacência e de similaridade nos

grafos que representam a imagem ap�os a introdu�c~ao

de arestas e v�ertices difusos.

A se�c~ao 2 deste trabalho enfoca o uso de estru-

turas piramidais cl�assicas e difusas na segmenta�c~ao

de imagens. Na se�c~ao 3 prop~oe-se ummodelo baseado

na teoria dos conjuntos difusos que permite geren-

ciar as rela�c~oes entre arestas e v�ertices na pirâmide.

Estrat�egias de fus~ao envolvendo regi~oes difusas s~ao

propostas na se�c~ao 4 e, para �nalizar, apresenta-se

as conclus~oes na se�c~ao 5.

2 Estruturas piramidais cl�assicas e difusas

Uma pirâmide �e uma estrutura de dados capaz de

representar uma imagem em diferentes n��veis de re-

solu�c~ao, permitindo a elimina�c~ao das informa�c~oes re-

dundantes e in�uteis. A combina�c~ao do paralelismo,

da recursividade e da multi-resolu�c~ao faz da estrutura

piramidal uma ferramenta de porte na representa�c~ao

e no tratamento de dados. An�alises comparando os

diferentes aspectos dos modelos piramidais citados

acima, podem ser encontradas em [1, 4, 6].

A modelagem do n��vel zero (base) de uma pirâ-

mide, usando grafos, �e realizada da seguinte forma:

a cada pixel da imagem, associa-se um v�ertice, e a

aresta (x; y) �e criada se e somente se os dois pixels

representados pelos v�ertices x e y s~ao vizinhos. Nos

n��veis superiores da pirâmide, cada v�ertice represen-

ta um conjunto conexo de v�ertices da base, chamado

campo receptor. Em cada n��vel da pirâmide as

rela�c~oes de vizinhan�ca entre os campos receptores

s~ao representadas por um grafo chamado grafo de

adjacência. A �gura 1(c) mostra o grafo de ad-

jacência associado �a con�gura�c~ao mostrada em 1(a).

A utiliza�c~ao de um limiar de similaridade sg
1

no grafo de adjacência permite a elimina�c~ao das ad-

jacências sem interesse, criando um grafo de simi-

laridade. Desta maneira, mesmo que os campos re-

ceptores dos v�ertices x e y sejam vizinhos, a aresta

(x; y) s�o estar�a presente no grafo de similaridade se

a condi�c~ao seguinte for satisfeita:

jNC(x)�NC(y)j � sg (1)

onde NC(x) �e o n��vel de cinza da regi~ao representada

pelo v�ertice x.

1A escolha de sg �e um problema dif��cil. Se este valor for

grande, v�arias fus~oes entre regi~oes vizinhas tendo uma certa

similaridade se produzem; o caso inverso induz �a detec�c~ao

de regi~oes sem interesse. Para evitar esses problemas �e pro-

posta em [7] a extra�c~ao de um grafo de similaridade orientado,

baseada em uma an�alise mais detalhada da vizinhan�ca de cada

regi~ao.
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Figura 1: Grafos de (c) adjacência e (d) similaridade associados �a con�gura�c~ao de regi~oes de (a), cujos

n��veis de cinza est~ao especi�cados em (b).

Um n��vel k da pirâmide �e constru��do a partir

do n��vel precedente k � 1, cujos v�ertices s~ao ditos

vivos. Um subconjunto desses v�ertices ser�a esco-

lhido (segundo regras que ser~ao apresentadas ainda

nesta se�c~ao), formando o conjunto dos sobreviven-

tes do n��vel k � 1. Estes sobreviventes ser~ao ent~ao

os v�ertices vivos do n��vel k. No �m do processo, as

liga�c~oes entre os h n��veis da pirâmide s~ao feitas de

maneira que cada elemento de um n��vel k esteja liga-

do com os elementos do n��vel k�1 que ele representa

(chamados seus �lhos) e com um elemento do n��vel

k+ 1 (chamado de pai). Estas rela�c~oes de�nem uma

estrutura arborescente na pirâmide.

2.1 Constru�c~ao da pirâmide cl�assica

A constru�c~ao da pirâmide irregular 2 de uma imagem

�e feita recursivamente e em paralelo da base ao �apice

atrav�es de um processo de contra�c~ao de grafos. Em

cada n��vel, as etapas seguintes devem ser realizadas:

� escolha dos sobreviventes;

� os n~ao sobreviventes escolhem um pai;

� atualiza�c~ao dos atributos dos sobreviventes;

� atualiza�c~ao dos grafos de adjacência e de simi-

laridade.

No momento em que o grafo de similaridade no

n��vel k da pirâmide n~ao possui mais arcos, o algo-

ritmo p�ara pois nenhuma outra fus~ao �e poss��vel.

A escolha dos sobreviventes �e feita em paralelo,

segundo os seguintes crit�erios:

C1: Cada n~ao sobrevivente deve ter ao menos um

vizinho que sobrevive (para que ele possa ser

representado nos n��veis seguintes);

2Por comodidade de nota�c~ao e visando simpli�car a apre-

senta�c~ao, n~ao se distinguir�a neste trabalho, as pirâmides irre-

gulares estoc�asticas das adaptativas. Mais detalhes podem ser

encontrados em [2, 5, 7].

C2: Dois v�ertices adjacentes no grafo de similari-

dade n~ao podem sobreviver ao mesmo tempo

(garantindo assim a convergência do processo).

Em seguida, cada v�ertice que n~ao sobrevive esco-

lhe entre seus vizinhos sobreviventes aquele que lhe

�e mais similar. Os novos atributos associados a cada

campo receptor s~ao calculados levando em conta to-

dos os seus elementos. A atualiza�c~ao do grafo de

adjacência �e feita com base na nova topologia dos

campos receptores da base da pirâmide. Em seguida,

usa-se o limiar sg para que o grafo de similaridade

seja tamb�em atualizado (para obter a �gura 2(d)

usou-se sg = 15).

2.2 Constru�c~ao da pirâmide difusa

O modelo difuso para a segmenta�c~ao de imagens uti-

lizando estruturas piramidais foi proposto em [3].

A id�eia de base deste modelo �e que, enquanto um

v�ertice morto n~ao esteja apto a escolher seu pai, ele se

ligue de forma difusa a v�arios pais at�e que possa rea-

lizar esta escolha. Enquanto os n��veis superiores da

pirâmide v~ao se formando, os v�arios pais do v�ertice,

chamado ent~ao de difuso, utilizam parcialmente seus

atributos, levando em considera�c~ao seu grau de per-

tinência a cada pai.

Esta exibilidade em uma estrutura piramidal

permite que alguns v�ertices indecisos adiem sua es-

colha enquanto outros se regrupam, formando novas

regi~oes. Essas �ultimas, podendo ser mais similares

�a regi~ao indecisa, geram a realiza�c~ao de melhores

fus~oes.

Todo este processo utiliza a no�c~ao de pertinência

parcial de um elemento a v�arias classes ao mesmo

tempo, fornecida pela de�ni�c~ao de conjuntos difusos,

dada a seguir:

De�ni�c~ao 1 Seja X o conjunto universo. Um con-

junto difuso A em X �e de�nido por uma fun�c~ao de

pertinência �A que associa para cada elemento x de

X seu grau de pertinência �a A em [0,1]:

�A : X ! [0; 1]: (2)
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Figura 2: (a) Con�gura�c~ao contendo uma regi~ao difusa e (b) grafo mostrando as liga�c~oes entre este elemento

com seus pais. (c) Grafo representando as arestas difusas geradas por um v�ertice difuso e (d) o grafo anterior

considerando as arestas reais, j�a existentes.

Um conjunto �e dito cl�assico quando �A assume

somente os valores 0 ou 1.

Na pirâmide difusa as rela�c~oes entre pais e �-

lhos devem ser revistas no caso dos v�ertices difusos.

Em [3] �e apresentado um estudo sobre as formas de

gerenciar este tipo de liga�c~ao, o qual �e sintetizado no

par�agrafo seguir.

Seja F um v�ertice que morre no n��vel k da pirâ-

mide e �k(F ) = fV1; V2; � � � ; Vvg o conjunto de seus

vizinhos. Considere-se o conjunto de pais potenci-

ais de F , P k(F ) = fS1; S2; � � � ; Sp; � � � ; Stg, no n��vel

k, de maneira que sim(F; S1) = sim(F; S2) = � � � =
sim(F; Sp) e sim(F; Sp) > sim(F; Sj ) 8j > p, onde

s �e a fun�c~ao de similaridade. Como cada um dos pais

potenciais �e um v�ertice sobrevivente, tem-seP k(F ) �
�k(F ), ent~ao t � v. Ora, F n~ao pode escolher seu

pai em P k(F ) pois existem v�arios deles que lhe s~ao

identicamente similares, sendo este valor maximal.

F torna-se ent~ao um v�ertice difuso e mant�em liga�c~ao

com todos os elementos de fP k(V1); P
k(V2); � � � ;

P k(Vv)g independentemente das suas similaridades.

O conjunto P k+1(F ) conter�a P k(S1), P
k(S2), � � �,

P k(St), mas n~ao necessariamente �k(F ), nemP k(F ).

Em contrapartida, todo v�ertice sobrevivente, pai de

um vizinho morto de F , far�a parte dos pais de F no

n��vel k+ 1. Esta estrat�egia mant�em, na verdade, to-

das as liga�c~oes poss��veis entre F e os sobreviventes

do n��vel superior.

Assim sendo, assumindo S = f1; 3; 6; 7g no grafo
da �gura 1(d), o v�ertice de n�umero 5 n~ao est�a apto

a escolher um pai, �cando ent~ao ligado aos elemen-

tos do conjunto fP (1); P (2); P (4); P (6); P (7)g cor-

respondendo �a f1; 3; 6; 7g. O v�ertice 4 se liga �a 1 e

o v�ertice 2 �a 3. A nova con�gura�c~ao �e mostrada na

�gura 2(a) e as rela�c~oes entre o v�ertice 5 e seus pais

est~ao explicitadas em pontilhados na �gura 2(b).

Deste modo, o valor da liga�c~ao difusa entre o

v�ertice 5 e cada pai Pi �e determinada pela equa�c~ao:

lig(F; Pi) = 1�
jNC(F )� NC(Pi)jX

j

jNC(F )�NC(Pj)j
(3)

onde, para cada v�ertice X, NC(X) representa seu

n��vel de cinza. A equa�c~ao (3) nos fornece lig(5; 1) =

lig(5; 6) = 0:3, lig(5; 7) = 0:267 e lig(5; 3) = 0:133,

que somados d~ao 1 e diferenciam as liga�c~oes difu-

sas mais fortes das mais fracas, ou seja, aquelas com

maior e menor possibilidade de concretiza�c~ao no mo-

mento da decis~ao �nal do v�ertice difuso 5.

Em [3] s~ao mostrados resultados comparativos

entre as duas t�ecnicas de segmenta�c~ao: a cl�assica e

a difusa, baseadas em estruturas piramidais irregu-

lares.

3 Rela�c~oes de adjacência difusas

Consideremos a con�gura�c~ao mostrada na �gura 2(a),

a qual apresenta 4 regi~oes sobreviventes e uma difusa.

Esta �ultima, a de n�umero 5, pertence parcialmente

�as quatro primeiras, tornando-as adjacentes umas �as

outras. Tais adjacências, geradas pela regi~ao difusa,

est~ao representadas na �gura 2(c). Percebe-se que,

ao inv�es desta �ultima representa�c~ao de adjacências,

pode ser utilizada aquela representada na �gura 2(d),

j�a que as arestas (1; 6) e (3; 7) existem de fato.

Nasce neste ponto a necessidade de diferenciar

no grafo de adjacência as arestas reais (aquelas que

existem de fato), daquelas geradas por um v�ertice

difuso. A importância desta diferencia�c~ao vem da

necessidade de controlar a propaga�c~ao da incerteza

na pirâmide, pois quando um v�ertice difuso escolhe

de�nitivamente seu pai, as liga�c~oes que ele gerou de-

vem desaparecer. Uma outra raz~ao que justi�ca este

controle �e a possibilidade que regi~oes desconexas se

formem. A se�c~ao 4 �e consagrada a este problema.
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Figura 3: (a) Con�gura�c~ao de regi~oes, associada aos (b) respectivos n��veis de cinza. (c-d) Duas poss��veis

con�gura�c~oes geradas pela valida�c~ao de arestas difusas.

3.1 Cria�c~ao de arestas difusas

De�ni�c~ao 2 Uma aresta difusa, denotada por

}(A;F;B), �e uma aresta n~ao real que realiza a liga�c~ao

entre A e B por meio do v�ertice difuso F .

Baseando-se na de�ni�c~ao acima, eis a lista das

arestas difusas do grafo da �gura 2(d): }(1; 5; 3),

}(1; 5; 7), }(6; 5; 3) e }(6; 5; 7). As arestas }(1; 5; 6)

e }(3; 5; 7) n~ao s~ao consideradas pois (1; 6) e (3; 7) j�a

existem.

Apresenta-se a seguir um estudo sobre a maneira

de diferenciar arestas reais de difusas.

3.2 Determina�c~ao do grau de existência de

arestas em grafos difusos

Seja A o conjunto de arestas de um grafo. As ares-

tas reais devem pertencer a este conjunto com um

grau de pertinência igual a 1; arestas inexistentes

ter~ao este grau igual a zero e arestas difusas ter~ao

um valor no intervalo (0; 1) de modo que uma ordem

de importância entre estas �ultimas seja criada.

Em um primeiro momento, de�ne-se a similari-

dade entre dois v�ertices sobreviventes como:

sim(A;B) = 1�
jNC(A)� NC(B)j

max �min
(4)

onde max�min representa a diferen�ca m�axima entre

os n��veis de cinza de dois v�ertices quaisquer. O caso

onde max = min n~ao �e considerado pois trata-se de

uma imagem uniforme.

Quanto maior o grau de existência de uma aresta

do tipo }(A;F;B), maior �e a chance de que esta

aresta realize a fus~ao de�nitiva entre os v�ertices A

e B. Dessa maneira, o grau de pertinência de uma

aresta difusa }(A;F;B) ao conjunto A pode ser cal-

culado em fun�c~ao da similaridade entre os v�ertices A

e B, como segue:

�A[}(A;F;B)] = maxfsim(A;B) � �; �g (5)

onde � �e um real positivo pr�oximo de zero e sim �e

dado por (4). A respeito da fun�c~ao �A assim de�ni-

da, pode-se dizer que:

� Permite diferenciar as arestas reais das difusas

quando os v�ertices A et B tem o mesmo n��vel de

cinza (�A[}(A;F;B)] = 1� �);

� quando jNC(A) � NC(B)j = max � min as

arestas difusas n~ao s~ao consideradas inexistentes

pois �A[}(A;F;B)] = �;

� ela estabelece uma ordem entre as arestas de

modo que as mais fortes sejam aquelas que pos-

suem as menores diferen�cas de n��vel de cinza

entre os dois v�ertices correspondentes;

� ela n~ao considera os atributos dos v�ertices di-

fusos.

3.3 Considera�c~ao dos atributos dos v�ertices

difusos

Deve-se ressaltar que quando um v�ertice n~ao sobre-

vivente escolhe seu pai de�nitivo utilizando uma ares-

ta difusa, o v�ertice difuso respons�avel por esta liga�c~ao

tamb�em fusiona com esses dois. O n~ao respeito a esta

regra implica na cria�c~ao de regi~oes desconexas.

Regra 1 Sempre que um v�ertice M escolhe como

pai o v�ertice S utilizando para isso a aresta difusa

}(M;F; S), o v�ertice difuso F deve tamb�em se ligar

�a S. A aresta difusa }(M;F; S) �e ent~ao validada.

A fun�c~ao �A, de�nida pela equa�c~ao (5) n~ao con-

sidera o n��vel de cinza do v�ertice difuso da aresta

que foi validada. Pela regra 1, a considera�c~ao desta

informa�c~ao �e de extrema importância pois a regi~ao

representada pelo v�ertice difuso far�a tamb�em parte

da nova regi~ao formada.

Um exemplo da de�ciência da equa�c~ao (5) �e mos-

trado na �gura 3, onde a aresta }(M1; F; S1), �e val-

idada ao inv�es de }(M2; F; S2) simplismente porque

jNC(M1)�NC(S1)j < jNC(M2) �NC(S2)j.
Na �gura 3(c) teremos ent~ao gerada a regi~ao

fM1[F[S1g, que �e mais heterogênea que aquela que

teria sido formada se a aresta }(M2; F; S2) houvesse

sido validada, conforme mostra a �gura 3(d).
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Figura 4: (a) Três possibilidades de ligar o v�ertice M �a S. (b) Utilisando os n��veis de cinza de cada regi~ao,

(c) o valor de cada aresta difusa �e calculado.

Isso mostra que �e importante cooperar com as

fus~oes que geram um m�aximo de homogeneidade.

Prop~oe-se ent~ao, o uso da variância normalizada dos

n��veis de cinza para calcular a similaridade entre as

regi~oes A;F eB, associadas �a aresta difusa }(A;F;B).

Assim, a equa�c~ao (4) passa a ser:

sim[}(A;F;B)] =

= 1�
�[NC(A); NC(F ); NC(B)]

�max

(6)

onde �max �e a variância m�axima para quaisquer A;F

e B.

3.4 Existência de v�arios v�ertices difusos

Se existem v�arios v�ertices difusos, digamos F1, F2,

F3, : : : , Fk, capazes de realizar a liga�c~ao entre A e

B, a aresta que ter�a a maior chance de ser validada

ser�a aquela de maior grau de pertinência ao conjunto

A. Assim, s�o h�a necessidade de considerar a aresta

difusa }(A;F �; B) tal que:

�A[}(A;F
�; B)] = max

1�i�k
f�A[}(A;Fi; B)]g (7)

onde

�A[}(A;Fi; B)] = maxfsim[}(A;Fi; B)]� �; �g (8)

e sim[}(A;Fi; B)] �e dada por (6).

A con�gura�c~ao de regi~oes da �gura 4(a) fornece

um exemplo de três possibilidades de ligar um v�ertice

M �a um v�ertice S utilizando para isso v�ertices di-

fusos. Comos n��veis de cinza fornecidos na �gura 4(b)

e assumindo � = 0:01 obt�em-se os valores fornecidos

na �gura 4(c) para quanti�car o grau de pertinência

das arestas }(M;F1; S), }(M;F2; S) e }(M;F3; S)

ao conjunto A. Como maxf0:01; 0:6; 0:99g=0:99, en-
t~ao }(M;F1; S) e }(M;F2; S) deixam de ser consi-

deradas.

3.5 Coment�arios

Nesta se�c~ao buscou-se apresentar os v�arios tipos de

con�gura�c~oes envolvendo regi~oes, difusas ou n~ao, que

merecem um tratamento especial quando da atuali-

za�c~ao do grafo de adjacência, a cada itera�c~ao, e con-

seq�uente obten�c~ao do grafo de similaridade. Mostrou-

se que, para isso, �e necess�ario diferenciar os v�arios

tipos de arestas existentes em grafos difusos, bem

como quanti�ca-las, de modo a dar prioridades �as

fus~oes que traduzem as adjacências mais similares.

A necessidade da modelagem citada acima vem

do fato dos v�ertices difusos n~ao serem sobreviventes,

logo n~ao estarem presentes nos n��veis superiores da

pirâmide. Precisam estes v�ertices, no entanto, terem

seus atributos (n~ao s�o n��vel de cinza, mas tamb�em

�area, textura,...) considerados para evitar o sub-

aproveitamento de informa�c~oes durante o processo de

segmenta�c~ao. Mais que isso, tal modelagem permite

a propaga�c~ao e o controle da incerteza nos diversos

n��veis da pirâmide.

A n��vel algor��tmico, um v�ertice difuso �e obri-

gado a escolher seu pai de�nitivo quando serve de

intermedi�ario para uma fus~ao (como j�a foi exposto)

ou ent~ao no caso de um de seus pais se transformar

tamb�em em um v�ertice difuso. Nesta situa�c~ao, para

controlar a propaga�c~ao da incerteza, o v�ertice difuso

\mais velho" �e obrigado a decidir. Mais informa�c~oes

podem ser obtidas em [2].

A pr�oxima se�c~ao �e destinada a fornecer estrat�e-

gias que visam impedir a cria�c~ao de regi~oes descone-

xas na imagem segmentada.
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Figura 5: Duas arestas difusas que se interditam

mutualmente.

4 Estrat�egias de fus~ao para contornar o pro-

blema de desconex~ao

4.1 Descri�c~ao do problema

Como j�a foi observado, a con�gura�c~ao mostrada na

�gura 1(a) gerou aquela da �gura 2(a) quando o con-

junto dos v�ertices sobreviventes escolhido foi Sk =

f1; 3; 6; 7g. Esta segunda con�gura�c~ao �e representada
pelo grafo da �gura 2(d). Suponhamos ent~ao que o

novo conjunto de sobreviventes seja Sk+1 = f3; 7g.
Deste modo, os v�ertices 1 e 6 devem escolher um pai

no conjunto Sk+1. Digamos que o v�ertice 1 escolhe

como pai o sobrevivente 7, enquanto que 6 escolhe 3.

Nesta situa�c~ao o v�ertice difuso 5 �e utilizado duas

vezes, ou seja, }(1; 5; 7) e }(6; 5; 3) devem ser valida-

das ao mesmo tempo, gerando as duas con�gura�c~oes

mostradas nas �guras 5(a e b) respectivamente. Ora,

se a aresta difusa }(1; 5; 7) �e validada, o v�ertice difuso

5 deve imperativamente se ligar �a 7, o que impede a

valida�c~ao de }(6; 5; 3) e vice versa.

Torna-se ent~ao imposs��vel realizar as duas li-

ga�c~oes ao mesmo tempo sem criar uma incoerência

na topologia da imagem. As con�gura�c~oes capazes

de gerar a forma�c~ao de regi~oes desconexas podem

ser ainda mais complexas que aquela mostrada na

�gura 5. Analisemos, por exemplo aquela represen-

tada na �gura 6(a), onde as regi~oes M1 �a M5 de-

cidem se ligar �as sobreviventes S1 ou S2 conforme

mostram as exas na �gura 6(b). Percebe-se que o

v�ertice difuso F faz parte de todas as arestas ligando

os v�ertices M1 �a M5 aos v�ertices S1 e S2. Disso,

pode-se concluir que:

� �A[}(M1; F; S1)] > �A[}(M1; F; S2)];

� �A[}(M2; F; S1)] < �A[}(M2; F; S2)];

� �A[}(M3; F; S1)] > �A[}(M3; F; S2)];

� �A[}(M4; F; S1)] > �A[}(M4; F; S2)];

� �A[}(M5; F; S1)] < �A[}(M5; F; S2)].

Ora, �e evidente que todas essas liga�c~oes a priori

n~ao podem se realizar ao mesmo tempo pois a regi~ao

difusa s�o pode fusionar com um pai no momento da

sua escolha de�nitiva: S1 ou S2. Para apresentar

estrat�egias de fus~ao que contornam os problemas de

desconex~ao citados nesta se�c~ao, lan�car-se-�a m~ao da

de�ni�c~ao de uxo.

De�ni�c~ao 3 O uxo �(S) �e composto de v�ertices

que escolhem como pai o sobrevivente S, utilizando

para isso uma aresta difusa.

4.2 Estrat�egia 1

O v�ertice difuso favorece a aresta com maior grau de

pertinência �a A:

max
i;j

f�A(Mi; F; Sj)g (9)

No exemplo dado, maxi;jf�A(Mi; F; Sj)g=0.9.
Esta estrat�egia geraria a fus~ao das regi~oes M1, F e

S1, transformando, consequentemente, M2, M3, M4

e M5 em v�ertices difusos.

4.3 Estrat�egia 2

O v�ertice difuso favorece um dos uxos �:

max
j

f�(Sj)g (10)

A func~ao � pode levar em considera�c~ao a quan-

tidade ou a qualidade do novo agrupamento, como

segue:

4.3.1 Estrat�egia 2(a) � conta os v�ertices que se

ligam a cada sobrevivente:

�(Sj) = jM j (11)

ondeM = fMi : �A(Mi; F; Sj) > �A(Mi; F; Sk);

k 6= jg. Neste caso o crit�erio (10) maximiza a

cardinalidade dos agrupamentos, permitindo que

o v�ertice difuso induza fus~oes mais numerosas.

No exemplo, ter��amos �(S1) = 3 e �(S2) = 2,

gerando max
j

f�(Sj)g = 3. Consequentemente as

regi~oes M1, M3, M4, F e S1 fusionariam. Tal

resultado �e mostrado na �gura 6(c). Observe-

mos que a fun�c~ao �, assim de�nida, n~ao con-

sidera a informa�c~ao mais importante a respeito

das arestas difusas: seu grau de pertinência �a A,
o que pode formar con�gura�c~oes n~ao homogêne-

as.

4.3.2 Estrat�egia 2(b) � favorece a aresta mais for-

te:
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Figura 6: (a) Cinco regi~oes n~ao sobreviventes (M1 �a M5) e (b) respectivas escolhas a priori dos pais,

formando uxos na dire�c~ao de S1 e S2. (c) Regi~oes fusionadas quando o uxo para S1 se concretisa e (d)

situa�c~ao inversa.

�(Sj) = max
i

f�A(Mi; F; Sj)g (12)

Uma vez que esta aresta �e determinada, o v�ertice

difuso escolhe seu pai utilizando (10). Os ou-

tros v�ertices Mi que tamb�em haviam escolhido

o mesmo pai a priori, fusionam de�nitivamente

com este. No exemplo, a aresta mais forte �e

}(M1; F; S1). Como os v�erticesM3 eM4 haviam

escolhido S2 como pai a priori, a nova con�gura-

�c~ao ser�a formada pelo v�ertices: M1, M3, M4, F

e S2, o que nos fornece um resultado idêntico

�aquele dado pela estrat�egia 2(b) (�gura 6(c)).

4.3.3 Estrat�egia 2(c) � maximiza a m�edia

dos graus de pertinência �a A das arestas difusas

associadas a um mesmo uxo:

�(Sj) =

X

i

�A(Mi; F; Sj)

jM j
(13)

ondeM = fMi : �A(Mi; F; Sj) > �A(Mi; F; Sk);

k 6= jg. Neste caso teremos �(S1) = (0:9+0:5+

0:4)=3 = 0:6 < �(S2) = (0:8+0:2)=2 = 0:8. Este

resultado privilegia o uxo dos v�ertices M2, M5

et F para o sobrevivente S2.

4.4 Considera�c~oes

Todas as estrat�egias apresentadas nesta se�c~ao s~ao

implement�aveis em paralelo. Uma an�alise mais de-

talhada destas, permite veri�car que todas modelam

uma maneira de solucionar o problema de desconex~ao

j�a descrito, entretanto algumas n~ao levam em con-

sidera�c~ao importantes informa�c~oes que podem con-

tribuir na gera�c~ao de boas fus~oes. Dentre as es-

trat�egias apresentadas, a que forneceu melhores re-

sultados �e aquela descrita em 4.3.3 (escolha do uxo

que maximiza a m�edia dos graus de pertinência �a A).
A n��vel algor��tmico, as liga�c~oes n~ao privilegiadas

s~ao eliminadas e os respectivos v�ertices tornam-se di-

fusos j�a que sua melhor escolha n~ao pode se concre-

tizar. At�e o momento, o adiamento na tomada de de-

cis~ao de�nitiva desses v�ertices �e a melhor estrat�egia

a ser utilizada, mas �e poss��vel que para concretizar

sua escolha, os v�ertices mortos possam se servir de

outras liga�c~oes com o sobrevivente escolhido, atrav�es

de outros v�ertices difusos. Este tipo de procedimento

mereceria um estudo mais aprofundado.

5 Conclus~ao

Inicialmente foram revistas neste trabalho, as estru-

turas piramidais cl�assica e difusa, utilizadas para a

segmenta�c~ao de imagens. Um enfoque maior foi dado

ao modelo piramidal difuso visando a identi�ca�c~ao de

alguns de seus aspectos mais complexos. Levantaram-

se dois: o gerenciamento das rela�c~oes entre os ele-

mentos difusos dos grafos que representam as ad-

jacências e similaridades na imagem, e a possibili-

dade de gerar regi~oes desconexas.

Foram propostas, analisadas e modeladas rigoro-

samente algumas estrat�egias para resolver estes pro-

blemas. Estas estrat�egias inovam pelo fato de propi-

ciarem a uma aresta difusa o poder de fusionar mais

que três regi~oes ao mesmo tempo, ao contr�ario do

caso cl�assico, onde cada aresta s�o pode ser respons�a-

vel pela fus~ao de duas regi~oes.

Pensa-se ser promissor o uso de coopera�c~oes do

tipo regi~oes-bordas no algoritmo piramidal descrito,

assim como sua generaliza�c~ao para o caso 3D.
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