Um Resumo das Transformacdes Geométricas para Visualizacido em 3D
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Abstract. The paper describes the derivation and summarizes the geometric transformations which are
necessary for displaying a 3D environment on a screen. These transformations are based on the usual set
of visualization parameters of the camera model and on the view volume parameters. The main motivation
for this article is a didactic derivation of the transformation matrices in a form that is not usually found in

text books.

Introducio

O objetivo deste trabalho € mostrar como os pardmetros
de visualizagdo do modelo de cimera sdo utilizados
para obter uma imagem projetada e com efeito de
perspectiva de um ambiente tridimensional. Esta
apresentagdo tem certamente um cardter diddtico e
resume conhecimentos jé estabelecidos na comunidade
de Computagdo Gréfica. A motivagdo maior para escre-
ver este artigo foi deduzir e resumir as matrizes de
transformagdo geométrica que sdo utilizadas para visua-
lizagdo em 3D em uma forma did4tica que ndo é
usualmente encontrada nos livros textos.

Nesta apresentag@o, as matrizes de transformagao
4x4 em coordenadas homogéneas sdo tais que pré-
multiplicam um ponto do modelo a ser transformado
(visualizado). Desta forma, a concatenagdo de uma ma-
triz de transformagdo a matriz que acumula as transfor-
magdes sempre se dd na forma de pré-multiplicag@o.

Parametros de visualiza¢do em 3D

A abstragdo utilizada para a especificagdo dos para-
metros de visualizagdo em 3D segue quase que integral -
mente um dos modelos definidos pelo OpenGL [Neider
(1993)], e aqui é definido como modelo de camera
(Figura 1). Neste modelo é definido um frustum de
visdo que é uma regido na forma de um tronco de
pirdmide que limita a porgdo do espago tridimensional
que ¢ vista através de uma drea retangular associada a
uma janela na tela de um computador.

Os parametros necessdrios para posicionar a cime-
ra no espago de modelagem sao:
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* posicdo da camera (olho):
{eyey, eyey, eyez )

* posi¢do do ponto de referéncia (um ponto no espago
de modelagem para onde a cidmera mira):
{refx, refy, refz}

* vetor de orientagdo vertical da cimera (view up-
vector —vup): )

{vupx, vupy, vupz }

projection
plane
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Figura 1: Modelo de cdmera e frustum de visdo.
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O vetor orientado da posig¢do do olho para o ponto
de referéncia é definido como vetor de visdo (view).
Os nove parametros mostrados acima definem o siste-
ma de coordenadas do olho, que é um sistema de
coordenadas que tem o ponto do olho como origem,
eixo ze orientado no sentido oposto ao vetor de visdo,
eixo y¢ localizado no plano formado pelos vetores view
e vup (voltado para o mesmo sentido de vup). Desta
forma, os vetores unitdrios que definem o sistema de
coordenadas do olho podem ser definidos como:

view = { refy, refy, refz} — { eyex, eyey, eyez }
Ze =—view / llview ||

Xe =(vup X z¢)/ llvup X zel

Ye = Ze X Xe

O frustum de visdo (Figura 1) pode ser definido de
diversas maneiras, e neste trabalho ele é definido pelos
limites da janela de vis@o (left, right, bottom, top) em
um plano de projecdo no sistema de coordenadas do
olho e pelas distdncias dos planos de cerceamento
anterior (near) e cerceamento posteiror (far) ao olho, no
sentido do vetor de visio. O plano de projeciao
corresponde a janela na tela do computador e € definido
pela sua distdncia (d) ao olho, também no sentido do
vetor de visdao. Os planos de cerceamento anterior e
posterior e o plano de projegdo sdo perpendiculares ao
eixo z, e situam-se do seu lado negativo. Deve-se
observar que, enquanto os pardmetros da janela de visdo
sdo abscissas com valores reais negativos ou positivos,
os parametros far, near e d sao por defini¢do distancias
positivas.

E comum associar o plano de cerceamento anterior
ao plano de projegio, tal como € feito no OpenGL
[Neider (1993)].

Também pode-se observar que existe uma redun-
dancia de informagdo ao se especificar a orientagio
vertical da cdmera através de trés parimetros: as trés
componentes do vetor vup. A fungdo LookAt do GL
[IBM (1990)], por exemplo, especifica a orientagdo
vertical da cdmera através de um unico pardmetro: o
angulo de giro mwist. Entretanto a manutengdo explicita
das trés componentes do vetor vup proporciona uma
maneira mais simples de atualizar os pardmetros de
visualizagdo durante a manipulagdo da posi¢do da
camera. Na extensdo glu do OpenGL, a fungdo LookAt
especifica a orientagdo vertical da cimera pelas suas
trés componentes.

Transformacio do espago de modelagem para o
sistema da cimera

A primeira transformagdo geométrica sofrida pelos
objetos de um ambiente para serem visualizados é uma
mudanga de base do sistema de coordenadas de modela-
gem (do ambiente) para o sistema de coordenadas do
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olho. Esta mudanga de base envolve uma translagdo da
origem do espago de modelagem para a posi¢do da
camera (olho) e uma rotagdo do sistema de eixos de
modelagem para se igualar ao sistema de eixos do olho.

A matriz que faz a transformagéo de translagdo [T]
¢ formada pelas coordenadas da posigdo do olho no
espago de modelagem:

1 0 0 -eye, n
0 1 0 -eyey
[T]=
0 0 1 -eye
-0 0 O 1 -

A matriz que faz a transformacdo de rotagdo [R]
tem como linhas da sub-matriz 3x3 superior esquerda as
componentes dos vetores unitdrios da base do sistema
do olho descritos no sistema de coordenadas de mode-
lagem:

_xe,c Xey Xez 0]
Yo Yoy Yez O

[R] =

Zx ey 2z O

- 0 0 0 1 <

A mudanga de base do espago de modelagem para
o espago do olho pode ser grupada em uma tnica matriz
de transformag@o, definida como matriz de posiciona-
mento de camera: [C] = [R][T].

Perspectiva candnica e espaco da tela

Ap6s a translagdo [T] e a rotagdo [R], os objetos estdo
prontos para serem projetados no plano de projegdo,
fazendo-se uma projegdo cdnica (perspectiva) ou
ortogrdfica. A projegdo cdnica para objetos j4 transfor-
mados para o sistema do olho é denominada de pers-
pectiva candnica. Este tipo de projegdo é mostrado na
Figura 2 para a coordenada x,, sendo que para a coorde -
nada y, o tratamento € andlogo.

As coordenadas projetadas de um ponto qualquer
{Xe, Ye. ¢} sdo dadas por:

d

Xp= — X
R S
.‘p—_ze_‘e
p=-d

As coordenadas {xp, yp, —d} s@o as coordenadas de
um ponto no espago de modelagem transformadas e
projetadas no plano de projegdo da tela. No entanto,
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ndo existe nenhuma informagdo sobre a profundidade
do ponto para o interior da tela. Esta profundidade é
uma informagdo importante pois possibilita a correta
identificagdo dos objetos que estdo mais préximos do
plano de cerceamento anterior e que, por isso, sdo os
objetos visiveis. E, entdo, criado um espago de
coordenadas {xg, yg, zs}, chamado de sistema de
coordenadas da tela, tal que

X = Xp

Ys = Yp

Zs = profundidade

projection
plane '

Figura 2: Perspectiva Candnica

Na verdade, para desenhar na tela um ponto {x;, ys,
Zs}, precisa-se apenas usar as coordenadas x5 e y; €
ignorar a coordenada z;. O desenho é uma projecdo
ortogréfica do objeto transformado para o sistema de
coordenadas da tela. Isto €, a transformagdo do objeto
para o sistema de coordenadas da tela o distorce de tal
maneira que o resultado da projegdo ortogrifica no
plano x;y; € igual a transformagdo de projegdo conica
sobre o objeto. .

A transformagdo do objeto para o espago da tela é
conveniente pois faz com que o processo de remogao de
linhas e superficies ocultas de uma imagem seja feito
com base em retas perpendiculares ao plano de proje-
¢do (projecdo ortografica). Isto é, para saber se um
ponto de uma linha ou superficie é obscurecido por
outro basta comparar a profundidade zg dos dois pontos:
o que tiver a menor profundidade € o ponto que apare-
cerd na tela.

Entretanto, para que o resultado da transformagéo
do objeto para o sistema de coordenadas da tela seja util
para a eliminagdo de linhas e superficies escondidas, é
necessdrio que se calcule a profundidade de uma linha,
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ndo somente para os seus pontos extremos, mas também
para qualquer ponto intermedidrio. Para que a interpo-
lagdo de um ponto intermediério no espago da tela seja
simples, € preciso que linas retas e planos no sistema de
coordenadas do olho sejam transformados para linhas
retas e planos no sistema de coordenadas da tela. Pode-
se demonstrar [Newman & Sproull (1979)] que a
relagdo que deve existir entre z, e z5 para que estas
condigdes sejam atendidas é z; = o + B/ze, ondect e
B sdo quaisquer nimeros reais.

Existem infinitos valores de o e B que satifazem a
esta imposigdo de planaridade. Isto é, dados dois valo-
res quaisquer para o e B, tem-se que qualquer reta ou
plano no sistema de coordenadas do olho vai se trans-
formar em um plano ou reta no sistema de coordenadas
da tela. De fato, o coeficiente o pode ser considerado
uma translagdo de corpo rigido e B um coeficiente influ-
enciando a quantidade de distor¢@o por perspectiva.

Os valores de o e B podem ser escolhidos de tal
forma que todos os valores z que estio dentro do
frustum de visdo no sistema de coordenadas do olho
mapeiem para valores convenientes de zs no sistema de
coordenadas da tela. Uma solugdo proposta neste
trabalho € manter os valores da coordenada z, para os
planos frontal e posterior de cerceamento no espago da
tela. Isto €, associa-se uma coordenada z ; = —near para
pontos com z, = —near e associa-se z = —far para
pontos com z, =—far. O resultado disso é:

o = —(far + near)

= —(far . near)

Resumindo, as coordenadas de um ponto no siste-
ma de coordenadas do olho sdo transformadas para o
sistema de coordenadas da tela da seguinte maneira:

= =2 5
X5 = =,
d
Ys =, e
2y = (fir #neay) —L2E20eaE

Ze

Esta transformagdo pode ser expressa por uma
matriz, denominada de matriz de perspectiva candni-
ca [P], tal como mostrada abaixo, onde os simbolos (n,
f) foram utilizado-se para representar (near, far). Nota-
se que somente apds a divisdo pela quarta coordenada
homogénea a transformagdo de um ponto por esta
matriz resulta nas expressdes acima.

— e

d 0 0 0
0 d 0 0
[P] =
0 0 f+n) (fn)
. 0 0 -1 0 -
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1.2

Normalizagao de coordenadas

Para complementar as transformagdes geométricas, em
geral, é feita uma normalizagio de coordenadas. Esta
normalizago vai ser util para a implementagdo de algo-
ritmos de cerceamento ou remogdo de linhas e super-
ficies ocultas. A exemplo do que é feito no OpenGL
para esta normalizagdo, a menor coordenada zg = -1
corresponde ao plano z, = —near e a maior coordenada
zs = +1 corresponde ao plano z, = —far. Nota-se que €
feito um espelhamento em relagdo ao plano xgys. Isto €
dado para que pontos no plano anterior de cerceamento
tenham a menor profundidade z, e pontos no plano pos-
terior de cerceamento tenham a maior profundidade z.

Para projegdes ortogréficas, a matriz de norma-
lizagdo de coordenadas [N] pode ser deduzida a partir
de uma transformagdo de translag@o do sistema de eixos
para o centro do volume de visdo, seguida de uma
transformagdo de escala nas trés diregdes, e finalmente
de uma transformagio de espelhamento em relagdo x g;.
Isto resulta na concatenagdo das duas matrizes mostra-
das abaixo, onde adotou-se os sfmbolos (I, r, b, t, n,f)
para representar os limites do volume de visdo (left,
right, bottom, top , near, far):

" s, 0 0 o [ 100 -a]
0 Sy 0 0 01 0 -A
y y

[N] =
0 0 S, 0 00 1 A
L0001_L0001_

2 r+

Sx= r-1 Ax=_2—

2 t+

ondei Sy= t-b ej Ay="—
_ 2 _ _[+n
le—f_n LA’Z_ 2

A matriz de normalizagdo para projegdes ortogréﬁcaé
que resulta é:

[N]= t-b §=

Comunicagdes

Para projegdes cOnicas, pode-se obter uma tnica
matriz de transformagdo que engloba a perspectiva
candnica [P] e a normalizagdo de coordenadas [N].
Esta é a chamada matriz de frustum [F] = [N][P].

A concatenagio de [P] e [N] para a obtengao de [F]
pode ser entendida da seguinte maneira:

* A primeira transformagéo [P] a ser aplicada distorce
o frustum de visdo de um tronco de pirdmide para um
prisma, onde as coordenadas médximas e minimas Ze
nos planos de cerceamento anterior e posterior sao
preservadas. As outras coordenadas méximas e mi-
nimas deste prisma correspondem 2 janela de visdo
(left, right, bottom, top) definida no plano de proje-
¢ao.

« A transformagdo [P] distorceu o frustum de visdo para
um prisma e fez o problema recair em uma norma-
lizagdo de projegdes ortograficas. Portanto, basta
aplicar a transformag@o [N] para normalizar as co-
ordenadas.

A matriz [F] resultante é mostrada abaixo. No
OpenGL esta matriz € apresentada com o parametro
near (n) no lugar do pardmetro d pois ¢ assumido que o
plano de projegdo € o plano de cerceamento anterior.

[ 24 rel o
r-1 g r-1 8
o 2 g0
[F] = - -
0 0 _(+n 2 fn
f-n f-n
. 0 0 -1 0
Conclusao

Pode-se resumir a seqiiéncia de operagdes geométricas
que um ponto no espago de modelagem sofre para ser
transformado para o espago normalizado da tela. Isto €
feito através da seguinte concatenagdo de matrizes:

{ps) = INI[P)[R][T] {p}

{ps} = [FI[C] {p}
A concatenagio com a matriz [P] ndo € feita no caso de
projegdes ortogrficas.
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