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Abstract.

The merit of the Karhunen-Loéve transform is well known.

Since its basis is the

eigenvector set of the covariance matrix, a statistical, not functional, representation of the variance
in pattern ensembles is generated. By using the Karhunen-Loéve transform coefficients as a natural
feature representation of a character image, the eigenvector set can be regarded as an feature

extractor for a classifier.

1 Introducgao

A visao constitue um poderoso sistema de comuni-
cagao humana. Uma simples imagem engloba uma
enorme quantidade de informagdes, onde a grande
maioria dessas informagdes sao dificeis de serem ex-
pressadas com igual concis@o, precisao e flexibilidade
através de mecanismos artificiais. O cérebro huma-
no é capaz de extrair caracteristicas essenciais de u-
ma imagem em um simples relance, registrando o
especifico padrao, bem como, ele consegue reconhe-
cer padrées mesmo na presenga de ruidos, transfor-
magoes geométricas, movimento, entre outros.

A ciéncia por sua vez, procura meios de desven-
dar os mistérios cerebrais associados a visdo e outras
habilidades humanas, com a finalidade de construir
dispositivos artificiais que realizem tais tarefas com
tamanha perfeicdo. Durante as tltimas décadas, as
areas de reconhecimento de padrées e processamen-
to de imagens tém dedicado muita pesquisa na e-
laboragao de modelos matematicos para o proces-
samento, descrigao e classificagdao de imagens [COO
65],[OPP 75], [PRO 88],(GON 92].

Embora os estudos sobre reconhecimento de pa-
droes e processamento de imagens tenham se desen-
volvidos em dreas distintas, existe uma forte relagao
entre elas. A area de processamento de imagens cons-
tiste nao somente em codificar, filtrar, ampliar e res-
taurar, mas como também em realizar analise e re-
conhecimento de imagens. Da mesma forma, a area
de reconhecimento de padroes incluem nao somen-
te a extracao de caracteristicas e classificagdo, mas

também o pré-processamento e a descrigio de pa-
droes.

O objetivo deste artigo é apresentar um méto-
do para reconhecimento de caracteres numéricos em
uma retina de pontos através de uma técnica associa-
da as dreas de reconhecimento de padrdes e processa-
mento de imagens. Na realidade, o método apresen-
tado trata-se de uma técnica matematica que possi-
bilita a extragdo de um conjunto de caracteristicas
mensuraveis das imagens (padrdes) que serdo trata-
das através de um classificador linear, onde um con-
Junto de padrdes sera apresentado para o reconhe-
cimento. A base desta técnica reside na utilizagao
da transformada Karhunen-Loéve [CAM 71],[STA
88],(CHE 91], que correspondera a parte de extracio
das principais componentes, onde cada imagem (pa-
drao) é representado por um vetor de caracteristicas
e o reconhecimento do padrao é realizado através de
medidas realizadas no espago de caracteristicas das
classes existentes.

Nas se¢Oes que se seguem, trataremos de manei-
ra mais geral sobre transformagoes do espaco de ca-
racteristicas, transformadas ortogonais, conjunto de
dados para a realizagao do experimento, descri¢io do
método e as conclusoes.

2 Transformagoes do espago de caracteristi-
cas

A idéia central desta se¢ao é a transformacéo do es-
pago original dos padroes para outro com dimensao
menor. De maneira que, esta nova representagao dos
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padroes fique livre de informacoes redundantes, nao
necessarias para o reconhecimento. Em geral, para se
obter uma boa transformagao, adota-se um critério
de otimizag3o, entre eles destacam-se o minimo erro
quadrado e a entropia. Estes critérios associados as
transformagoes tem por objetivo auxiliar a discrimi-
nagao das classes existentes, de maneira a maximi-
zar as distancias inter-classes e a minimizagao das
distancias intra-classes.

Dentre as transformacdes mais utilizadas, des-
tacamos a transformada de Fourier [COO 65],[OPP
75],[BLA 87] a transformada Walsh-Hadamard [HUT
75],[GON 92], a transformada Haar, a transforma-
da Karhunen-Loéve e mais recentemente as Wavelets
[DAU 88], [MAL 89],[DAU 90].

A transformada Karhunen-Loéve (KLT) é 6tima
em relagdo ao critério de minimo erro quadrado.
Este método conhecido como andlise das princi-
pais componentes tem sido muito utilizado em apli-
cagoes onde a redugdo de dimensionalidade,torna-se
necessaria.

As transformagdes mensionadas acima sao deno-
minadas transformadas ortogonais, na se¢ao seguin-
te, as descreveremos de maneira mais técnica.

3 Transformadas Ortogonais

As transformadas ortogonais constituem uma pode-
rosa ferramenta matematica para representar fungoes
extremamente complexas através de outras mais sim-
ples. Imagens podem ser vistas como func¢des. U-
ma importante aplicacdo desta técnica é a redugio
de dimensionalidade ou compressao de dados [AHM
75],[WOM 77]. Estas transformadas podem ser di-
vididas em duas classes, segundo as fungoes basicas
utilizadas. Desta forma, temos a classe baseada em
fung¢oes nao senoidais e a de fungoes senoidais, tendo
esta ultima como uinica representante a transformada
de Fourier.

Em geral, aplica-se esta técnica a um conjunto
de dados obtidos experimentalmente, cujo objetivo é
encontrar uma lei de formagéao para a fungao. Deta-
lhes sobre a representacao de fungoes através desta
técnica serao expostas a seguir, bem como apresen-
taremos a transformada Karhunen-Loéve, como uma
das inumeras representante da classe das transfor-
madas ortogonais que sao definidas através fungdes
basicas nao senoidais.

3.1 Extracao de Caracteristicas via Trans-
formadas Ortogonais

Seja ¥ = {vo(t), ¥1(t), .-, ¥n(t), ...} um conjunto de
fungoes reais e continuas,(utilizamos fung¢des reais
por conveniéncia), serd dito ortogonal no intervalo
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to+T em=n
[T omttyatae={ G 1)

o sem#mn

Para o caso onde ¢, = 1, o conjunto ¥ é cha-
mado ortonormal. Seja z(t) uma fun¢io de valores
reais, definida em um intervalo (¢o,to+7"), e suponha
que z(t) possa ser escrita na forma :

(o]
z(t) = Y _ an¥a(t) (2)
n=0
entao os coeficientes a, podem ser obtidos da seguin-
te forma : multiplicamos ambos os lados da equa-
¢ao 3 por ¥, e integramos o resultado no intervalo
(to,to + T'), onde obteremos :

to+T to+T
/ 2(t)Ym(t)dt = / Y antn(t)m(t)dt
to to n=0
3)

Como ¥, € ¥, sab ortogonais, temos :

l to+T
am = _/ z(t)Ym(t)dt, m=10,1,2, ...
Cn to

Um conjunto de fungdes ortogonais é chamado
fechado ou completo se for verificada a seguinte con-
digao:

Para qualquer parte continua de z(t) com :

to+T
/ 22(t)dt < oo

to

Qualquer que seja € > 0, existe N tal que seja
possivel representar uma aproximagao de z(t) por
uma expansao finita :

to+T
/ |z(t) —2(t) |*dt < ¢

to

onde :
N-1

3t)= ) antn(t)
n=0
Pelo desenvolvimento acima, é visivel que por
uma expansao em fungbes ortogonais, sempre sera
possivel representar z(t) por um conjunto infinito,
mas enumeravel {ag, a;, az,...}. Entretanto, quando
¥ for completo torna-se possivel uma aproximagao de
z(t) através de um conjunto finito {ao,ai, ...,an—_1}.

3.2 Extracao de Caracteristicas via Trans-
formadas Karhunen-Loéve

Seja { X} um conjunto de vetores, obtidos por amos-
tragem. de uma classe de sinais aleatdrios, podendo
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ser um conjunto de imagens. Um representante de
{X} é dado por zj =(zj1,%j2,...,Z;N). A amostra
z; pode ser aproximada por 4:

N
Tj = Yiaityiovet. Y kYK = Yy K <N

i=1
(4)
Yii=ziv i=1,2,.,K (5)

onde N é o nimero total de componentes da amos-
tra e K é o nimero de componentes utilizadas na
aproximacao.

Por defini¢ao, o minimo erro quadrado, €, é dado
pela expressao 6:

N K N
e= (D yjvi - D i)’ = > wiRxy: (6)
=1

i=1 i=K+1

onde Rx corresponde a matriz de covariancia do con-
junto {X}. Dada por R, = & Z};l(zj - X)(zj -
X)!, onde V representa o niimero total de elementos
do conjunto {X} e X é o vetor médio do referido
conjunto.

Quando {%;} constituem a base ortogonal de
Karhunen-Loéve, os elementos v; siao determinados
a partir dos autovetores de Ry, de acordo com a
equagao 7:

Rxvi = Ay (7)

onde ); sdo os autovalores da matriz de covariancia.
De maneira que, o erro de truncamento da e-
quagao 6 é minimizado pela equagao 8

N
Mingy e = Z Ai (8)

i=K+1

Isto significa que, se utilizarmos apenas K auto-
vetores para a representacdo de fungdes, o erro de
truncamento sera a soma dos auto-valores da ma-
triz de covariancia, sendo dado pela equagao 8.
A equagao 4, escrita em termos dos auto-vetores
da matriz de covariancia, é denominada expansao
Karhunen- Loéve. A correspondente transformagao
ortogonal inversa, na equagao 5, é chamada transfor-
mada Karhunen-Loéve (K-L) [CHE 91].

4 Conjunto de Dados Experimentais

Para investigarmos as propriedades fundamentais e
a qualidade do método proposto, utilizamos um con-
Junto de dados contendo informagdes retiradas do
mundo real. A base de dados do British Post Office
possui um conjunto de dados alfanuméricos extraidos
de envelopes de cartas. Este conjunto constitui-se de
34 classes de padroées, i.e., caracteres alfabéticos de
A-Z e caracteres numéricos de 0-9.
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Cada classe contém 300 amostras de padrdes di-
gitalizados e normalizados através de 384 pontos em
preto e branco, sobre uma matriz de 24 linhas e 16
colunas. Nosso experimento baseou-se nas classes
constituidas dos caracteres numéricos de 0-9, totali-
zando 3.000 padrdes divididos em 10 classes. A figura
1 ilustra alguns dos melhores padrdes existentes na
base de dados.

012345867
89

Figura 1: Exemplos de numerais utilizados para o
processo de reconhecimento de padrdes.

Em nosso experimento, utilizamos 128 padroes
de cada uma das 10 classes para o treinamento do
classificador, perfazendo um total de 1280 padrées
para treinamento.

Por outro lado, selecionamos 100 padrdes de ca-
da uma das 10 classes (1000 padrdes) para testarmos
a eficiéncia do método proposto. Vale ressaltar, os
padroes utilizados para o treinamento e teste sio to-
dos distintos entre si, e foram selecionados de manei-
ra aleatoria.

5 Descricao do Método

Como sabemos, o estudo de reconhecimento de pa-
droes pode ser dividido em duas dreas principais :
eztragao de caracteristicas e projeto do classificador,
como podemos observar na figura 2.

Extracis ds Carcmristicas

LI
Beoduris 1 Tonime Decisin
Dimenctenal| | wl

Figura 2: Representagao grafica do processo de Re-
conhecimento de Padrées.

Trums bomeds

S S

5.1

O processo de amostragem, basicamente, fornece u-
ma sequencia de valores que definem o padrao dado.
Apos este processo, o padriao de entrada é tratado
como um vetor N-dimensional.

Processo de Amostragem

padrao = (z;,z,, ..., Zn)
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5.2 Processo de Extracao de Caracteristicas
e Reducao de Dimensionalidade

Obtido o vetor, correspondente ao padrao de entra-
da, inicia-se o processo de extracao de caracteristicas.
O primeiro estagio, consiste em uma transformacgao
ortogonal dos valores de entrada (o padrao amostra-
do). Neste trabalho, utilizamos a transformada K-L
, esta prové um mapeamento um para um, transfor-
mando a sequéncia de entrada X,(z1,22,...,25), em
.outra Y,(y1,¥2, ..., Yn), de mesma dimensio.

Na pratica, a dimensao dos padroes ,N, é muito
grande, sendo necessario sua redugao. Por exemplo,
neste trabalho, a dimensao dos padrées é N = 384.
Utilizando-se das propriedades inerentes da transfor-
mada K-L, reduziremos a dimensionalidade. Desta
forma, o segundo estigio do processo de extragao
de caracteristicas é a escolha das componentes mais
significativas do padrio de entrada. A saida deste
moédulo serd um vetor Z,(zy, 2o, ..., zk), com K com-
ponentes de Y, tal que K << N. Esta redugao de di-
mensionalidade é alcangada segundo os critérios que
norteam a transformada Karhunen-Loéve, de manei-
Ia que o erro seja tdo pequeno quanto se deseja e
facilmente calculado através da equacao 8.

Neste experiménto, a matriz de covariancia, é
dada por :

R, = PIRII + PZR:I': +...+ PloRxm (9)

onde R, é a matriz de covariancia da k-ésima clas-
se; P, denota a probabilidade de ocorréncia da classe
Ck, assumimos 15 para cada classe. A distribuigao
de variancia é calculada em R;. A transformada
Karhunen-Loéve é dada pelo conjunto dos autove-
tores extraidos da matriz de covariancia, R, a qual
denotamos por 7.

A transformagdo de um padrao amostrado é da-
do por:

Y=TX

Fixando as K primeiras componentes de Y | es-
tas estao associadas as maiores variancias, obteremos
o vetor Z denotado por (zy, z», ..., zK).

O passo seguinte, consiste em classificar o pa-
drao de entrada. Na realidade, o processo de clas-
sificagdo consiste inicialmente de um treinamento e
posteriormente a classificagdo. A classificacio ¢ so-
mente uma tomada de decisao, que nos informa qual
a classe a que pertence o padrao dado.

5.3 Projeto do Classificador

Nosso desejo é construir e treinar um classificador
que seja capaz de localizar automaticamente a clas-
se a que pertence um determinado padrao Z, escrito
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através das fingdes basicas K-L e com dimensionali-
dade reduzida.

Projetaremos um classificador baseado no
critério de minima distancia quadrada, este é defi-
nido a partir da seguinte regra:

Um padrio Z ¢ dito pertencente a classe C; se
Z € mais prézimo a Z;. onde C; corresponde a
classe i e Z; é o vetor médio da classe C;.

A figura 3 ilustra o processo de classificagdo para
tés classes ( Cy, C2, C3). Neste caso, o padrio Z sera
reconhecido como elemento pertencente a classe Cs.

o -~C2
i
|
6 z-1, /"*1_’4 Bl
' \ = o 3~
s-// \\\'__'__',
-
4 N\
7 N\
-—— T L -2,
RO O N
2 \\ i
i 3 2,
S 4 3 2 9 0 1 2 3 4 5 (‘ /A 8 9 10
1 s

Figura 3: Representagiao geométrica de um classifi-
cador de minima distancia quadrada para trés classes

Denotaremos por D? a distancia quadrada entre
Z e os Zis. A férmula para o calculo da distancia é
dada por :

D}=|Z-Z;’=(Z-2)Z2-2) i=1,..r (10)

onde Z é o padrao a ser classificado e Z; é o vetor
médio da classe 7, r é a quantidade de classes.
Reescrevendo a equagio 10, temos :

D} =|Z P -22:2" - % 1Zi ) i=1,..r (11)

Observando a equagao acima, D? ¢é minimo
quando o termo (Z; Z' — L | Z; |?) é o maximo.
Assim, o classificador baseado na minima distancia
deve calcular as distancias do padrao para cada uma
das classes, isto é, calcular D? da equacdo 11. Note
que nao é necessario calcular toda a expressao; basta
apenas calcular o termo (Z;Z! — 11 Zi |?). Des-
ta maneira, podemos descrever o classificador pela
seguinte fungao de discriminagao:

_ 1 =
y.-(Z)=Z.-Z’—§ [Zi | i=1,..r (12)

onde o termo 3 | Z; |? é conhecido por limiar.
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O classificador calculara ”r“ valores reais g;(2) ,
92(Z),... gr(Z) como mostra a ﬁgura. 4, e os compara.
De maneira que, Z pertence a classe C; quando g;(2)
for maior valor encontrado entre os g;(Z) para i =
1,2,..r. A implementagio geral para este tipo de
classificador € ilustrado na figura 4. Mostrando para
r-classes.

Figura 4: Classificador de minima distancia quadra-
da para k classes

Em nosso experimento, utilizamos para este
classificador de 10-classes a seguinte funcio discri-
minadora :

g,-(Z):Z—,-Z'—- % IZ. ]2 1= 1,2,.‘.,10 (13)
onde Z; é o vetor padrao médio da classe C;. Da-
do que Z = (z1,22,...,2k), a fungao discriminagao

assume a seguinte forma :

g,'(Z) = wi121+w; 229+ 4w; k2 —0;, 1=1,2, ..., 10

onde §; = 3 | Z; |2, (wi1, wi2, ..., wm k) é 0 padrio
de entrada. A implementagao desta técnica esta ba-
seado na figura 4

O classificador acima foi treinado varias vezes
com nimeros diferentes de padroes por vez. Realiza-
mos o treinamento para 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 pa-
drGes e testamos o classificador para cada treinamen-
to com outros 100 padrées. Ambos os conjuntos, o de
treino e o de teste foram escolhidos aleatériamente da
base de numerais. Obtende os seguintes resultados
ilustrados nas figuras 5.

6 Resultados Obtidos

Como podemos observar na figura 5, o processo de
reconhecimento, inicia-se com uma pequena margem
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Figura 5: Grafico do reconhecimento : Classificagio
correta versus o nimero de autovetores utilizados, as
curvas correspodem a quantidade de padrdes utiliza-
dos no treinamento.

de classificagdes corretas, quando o classificador é
treinado com um Wnico padrao.

Incrementando-se o niimero de padrées de treino
para 2 e 4, os resultados associados a estes comegam
a melhorar. A partir de 8 até 128 padrdes de treina-
mento, a performance do classificador nio apresenta’
resultados significativos (em termos de melhorias de
classificagdes corretas), aumentando apenas o custo
computacional. O melhor resultado conseguido, foi
Justamente o treinamento com 8 padrdes por classe
e utilizando-se 250 autovetores, obtendo-se 96.80%
de classificagao correta. Por outro lado, podemos
observar na figura 5, que a partir da utilizagao do
centésimo autovetor o classificador comeca a esta-
bilizar num patamar acima de 94,78% de reconhe-
cimentos corretos, para os treinamentos realizados
com 8 até 128 padraes.

7 Conclusoes

O trabalho demonstrou a utilizagio da transforma-
da Karhunen-Loéve como uma boa ferramenta para
a extracao e reducao de caracteristicas de padroes
numeéricas. A metodologia empregada, pode ser ge-
neralizada para padrdes quaisquer em uma retina de
pontos.

A transformada Karhunen-Loéve foi aplicada a
um conjunto de dados, com o objetivo de investi-
gar sua adequabilidade e desempenho. Nos expe-
rimentos realizados, a técnica apresentou niveis de
reconhecimento da ordem de 96.80%, demonstran-
do assim, sua viabilidade no processo de extracao de
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caracteriticas, redugao de dimensionalidade em sis-
temas de reconhecimento de padrdes.
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