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Abstract. The paper proposes an algorithm for FEA mesh generation which is a combination of
a quadtree technique and a Delaunay triangulation. The mesh is generated in two stages. Initially,
the interior of the region is meshed using a quadtree approach. In a second stage, the region between
the interior mesh and the boundary of the model is meshed using a Delaunay criterion and also the
quadtree information to avoid extensive scarches in the data structure.

Introducao

Muitos sistemas de elementos finitos adotam uma
estratégia de decomposi¢do em subdominios para
geragao automatica da malha do modelo. Neste es-
quema, o dominio é subdividido em subdominios, que
sao entao discretizados em elementos finitos. Em ge-
ral, o grau de refinamento da malha ¢ controlado
pela discretizacao, a priori, das curvas que formam
os contornos dos subdominios. Os segmentos gera-
dos ao longo destas curvas correspondem a lados de
elementos a serem gerados. As principals vantagens
desta estratégia sao:

e A possibilidade de combinagao de técnicas distin-
tas de gerag¢ao de malha em um dnico modelo, por
exemplo, técnicas de mapeamento transfinito [Ha-
ber (1981)] e triangulagio genérica.

e O refinamento a priori dos contornos dos sub-
dominios garante a compatibilidade da malha
através desses subdominios.

e A discretiza¢do do contorno do modelo é contro-
lada explicitamente e fica sempre conformada com
as propriedades geométricas de suas curvas. Isto
-acarreta em um refinamento mais uniforme no con-
torno.

e Em alguns tipos de simulagdo, como a de pro-
pagagao de trincas em meios continuos, a pre-
servagao da discretizagado original (fornecida) do
contorno de um subdominio é muito importante.

Diversos algoritmos com diferentes estratégias
para geragao automatica de malhas de elementos fi-
nitos em regides bidimensionais tém sido publicados
recentemente na literatura. Dentre estes, destacam-

se os algoritmos baseados em técnicas de subdivisio
espacial recursiva utilizando quadiree [Yerry (1984),
Baehmann (1987)] e os baseados nos critérios para
triangulagao de Delaunay [Joe (1986), Chew (1989),
Lo (1989), Vianna (1992), Potyondy (1993)].

A utilizacao da técnica de quadtree, devido as
propriedades de uma arvore quaternaria, faz com
que estes algoritmos sejam muito mais rapidos do
que os demais, além de criar uma boa transicao en-
tre regioes com diferentes graus de refinamento da
malha. Entretanto, esta técnica, na sua forma origi-
nal, ndo mantém a compatibilidade com uma discre-
tizacao fixa, previamente fornecida, para o contorno
da regiao, pois sao criados novos vértices durante o
processo de geracao da malha.

Nos algoritmos baseados na triangulacio de De-
launay esta discretizacao do contorno nao sé é ga-
rantida como faz parte dos dados de entrada para o
proprio algoritmo. Exemplos de algoritmos que uti-
lizam esta técnica para a geracao de malhas de ele-
mentos finitos em regides com contornos arbitrarios
podem ser encontrados nos trabalhos de Shaw (1978)
e Lo (1989). Embora existam algumas varia¢oes en-
tre esses algoritmos, a idéia béasica é utilizar um pro-
cedimento de contra¢ao do contorno juntamente com
critérios de Delaunay. O processo de geracao da ma-
lha é desenvolvido em duas etapas. Primeiro sao
gerados os pontos no interior da regido. Diferentes
técnicas sao aplicadas para esta etapa. Em seguida
sao gerados os triangulos da malha utilizando-se a
idéia da contragao do contorno. Este procedimento
¢ baseado em uma lista de arestas (inicialmente esta

Anais do SIBGRAPI VI (1993) 285-291



286

lista corresponde as arestas referentes ao contorno da
regiao), onde cada aresta é considerada como base
para a formagao de um triangulo. Deve-se, entdo,
procurar em uma lista de pontos, formada pelos pon-
tos gerados na primeira etapa e os pontos devido a
discretizacao do contorno, qual o ponto que forma
com a aresta base o melhor triangulo. A definicao
de melhor triangulo é baseada em uma propriedade
da triangulagio de Delaunay. Apés a formagao de
um novo triangulo, a lista de arestas é atualizada,
com a aresta base do triangulo sendo retirada da
lista e as novas arestas criadas sendo potencialmente
acrescidas. O algoritmo termina quando nao hou-
ver mais arestas na lista. Estes algoritmos, entre-
tanto, apresentam um desempenho nao muito efi-
ciente, pois para cada aresta deve-se procurar entre
todos os pontos qual é o melhor candidato, o que
representa uma complexidade de ordem quadratica
(O(n?)) na analise do pior caso.

Deve-se observar que existem algoritmos para
triangulacao por Delaunay de regides com restrigoes
(regides nao convexas e com furos) com desempenho
O(nlogn) [Chew (1989), De Florani (1992)]. Estes
algoritmos, entretanto, sao de implementagao com-
plexa e normalmente nao sao utilizados para elemen-
tos finitos.

Este trabalho descreve um algoritmo para gera-
¢ao automatica de malhas de elementos finitos trian-
gulares ou quadrilaterais, no contexto da estratégia
de decomposi¢ao de um dominio em subdominios.
A idéia do algoritmo consiste na combinagao das
técnicas de quadiree, para geracao dos elementos no
interior da regiao, e triangulagao de Delaunay, para
geracao dos elementos entre o contorno da regiao
e a malha gerada por gquadiree. Um aspecto fun-
damental deste algoritmo, que resulta em uma me-
lhor eficiéncia computacional, consiste na utilizacao
das informacoes de adjacéncia da estrutura quaditree
também para o processo de triangula¢ao de Delau-
nay.

Subdivisao espacial recursiva e quadtree

A quadtree é uma estrutura de dados que pode ser
usada para implementar um algoritmo de subdivisao
espacial recursiva [Samet (1984)]. Algoritmos de
subdivisao espacial recursiva subdividem uma regiao
particular no espago (bidimensional ou tridimensio-
nal) em regices de forma similar. O processo ¢
entao repetido um nimero arbitrario de vezes para
as regidoes menores. A figura 1 mostra dois exemplos
de procedimentos de subdivisao espacial recursiva:
no primeiro, uma regiao triangular é subdividida em
quatro regioes similares triangulares e, no segundo,
o mesmo ¢ feito para uma regiao quadrangular.
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Os algoritmos de subdivisao espacial recursiva
somente trabalham com um nimero pequeno de for-
mas de regides, no caso triangulos, quadrados ou
hexagonos para regides bidimensionais, e tetraedros,
cubos ou hexaedros para regides tridimensionais. Em
regides bidimensionais a forma mais usada ¢ o qua-
drado. Neste tipo, cada regiao ou é subdividida em
quatro subregices similares, ou nao é subdividida, de-
pendendo do caso. Essa informagao pode ser conve-
nientemente armazenada em uma estrutura de dados
do tipo arvore, onde cada né ou tem quatro ou ne-
nhum filho (quadiree), no caso bidimensional, ou tem
oito ou nenhum filho (octree), no caso tridimensional.

Figura 1: Procedimento de subdivisao recursiva tri-
angular e quadrangular.

A figura 2 mostra um exemplo simples de uma
regiao subdividida e sua quadiree. As regioes nao di-
vididas, que correspondem a nés folhas na arvore, sao
chamadas células. O tamanho de uma célula pode
ser facilmente determinado por sua profundidade na
arvore.

Figura 2: Uma regiao decomposta e sua arvore qua-
ternaria (quadtree).

Geracao da malha no interior do dominio

Esta secao define como a malha é criada no inte-
rior do dominio através do uso da quadtree, deixando
uma regiao entre esta malha interna e o contorno
do dominio para ser gerada usando uma técnica de
triangulagao de Delaunay. A geracao da malha no
interior do modelo pode ser dividida em algumas fa-
ses. Estas fases sao descritas nas sub-se¢oes a seguir,
adotando-se um exemplo hipotético simples, mos-
trado na figura 3, que tem como tinico objetivo uma
melhor definicao das fases.
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Figura 3: Exemplo e sua discretizagao.

Criag¢ao da drvore inicial

O processo ¢ iniciado pela criagao da arvore quad-
tree baseada na discretizagdo do contorno (externo
e furos) que é fornecida. Primeiro, as coordenadas
maximas e minimas do contorno sao usadas para ge-
rar uma caixa envolvente do modelo que representa
o noé raiz da quadtree. Percorre-se, entao, todas as
arestas do contorno, uma por vez, para criar a arvore
usando-se o seguinte procedimento: o comprimento
e o ponto médio da aresta sao calculados, e uma
busca é feita no estado atual da arvore para saber
em que célula este ponto estd; verifica-se entdo se o
tamanho desta célula é maior que uma percentagem
do comprimento da aresta e neste caso subdivide-se
esta célula, continuando o processo até o tamanho
da célula ser menor que esta percentagem. Passa-se
entao a uma nova aresta e repete-se o procedimento.
Com relaca@o a esta percentagem, é recomendado um
fator entre 0.7 e 1.4 [Potyondy (1993)] e neste al-
goritmo usou-se 1.0 (100 %), pois testes com varios
tipos de contorno foram feitos e de um modo geral o
uso deste valor foi o que gerou melhores resultados.
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Figura 4: Cria¢do da arvore inicial.
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A figura 4 mostra a arvore gerada pelo processo
acima descrito. As células da arvore podem ser de
quatro tipos: células exteriores, que sao células com-
pletamente fora do dominio; células vértices, que sao
células que contém no seu interior algum vértice do
contorno do dominio; células do contorno, que sao
células atravessadas por alguma aresta desse con-
torno; e células interiores, que estao completamente
dentro do dominio. Essa classificacao serd impor-
tante nas proximas fases.

Ajustes para garantir somente um nivel de diferenca
entre células adjacentes

Criada a arvore inicial, ajustes devem ser feitos para
garantir s6 um nivel de diferen¢a de profundidade
na arvore entre células adjacentes. Isto auxilia na
etapa de geragao dos elementos finitos em células in-
teriores, onde sdo utilizados padrdes previamente de-
finidos. Estes padroes dependem da configuracio da
quadiree no que diz respeito as células adjacentes da
célula na qual sdo gerados os elementos finitos. Isto
sera abordado com mais detalhes na seqiiéncia. Além
disto, um tinico nivel de diferenga assegura uma boa
qualidade de transi¢ao entre os elementos na malha
a ser gerada. A figura 5 mostra a arvore depois de
assegurado um unico nivel de diferenca entre células
adjacentes. Neste exemplo, esta fase sé afetou uma
tnica célula, na parte superior da arvore, que foi
entao dividida. Isto pode ser notado na figura 5,
quando comparada com a figura 4 da arvore inicial.
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Figura 5: Arvore apds fase de um tnico nivel de di-
ferenca.

Eliminagao de células perto do contorno

No método proposto, todas as células da &rvore
que forem interiores ao dominio irao gerar elemen-
tos finitos através de padroes. Na regidao entre as
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células interiores e o contorno externo os elemen-
tos finitos serao gerados utilizando-se a triangulagao
de Delaunay e uma técnica de contracao do con-
torno, conforme mencionado anteriormente. Precisa-
se entao classificar bem o que sao células interiores,
pois células que estiverem muito perto do contorno
poderao ocasionar elementos finitos de forma ruim
(angulos muito agudos, por exemplo) ao se processar
a triangulagao de Delaunay. A solucao para isso é
nao considerar como células interiores as células que
estejam a uma distancia de uma aresta do contorno
menor que uma percentagem do seu comprimento.
No caso desse algoritmo adotou-se um fator de 0.2

(20%).

Ajustes para for¢car o mdzimo tamanho de célula no
contorno

Pode-se notar nas figuras 4 e 5 que existem células
muito grandes no interior da guaditree. Desta forma
vao ser gerados elementos finitos também muito
grandes nestas regioes, o que pode nao ser desejavel.
De modo a evitar isto, cada célula interior é subdivi-
dida até pelo menos o mesmo nivel da maior célula
do contorno. Se o tamanho da célula ja for igual ou
menor do que a maior célula do contorno, nada ¢
feito. A figura 6 mostra a arvore apds estes ajustes.
Nota-se que esta fase, neste exemplo, sé atingiu uma
unica célula.
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Figura 6: Arvore apds fase para forcar o maximo ta-
manho de célula no contorno.

Geragdo de malha em células interiores por padroes

Nesta fase sao gerados os elementos finitos em cada
célula interior, seguindo os padroes mostrados na fi-
gura 7 [Baehmann (1987)]. Estes padroes sao defi-
nidos de acordo com o nimero de células adjacentes
de cada célula. E considerado que existe somente um
nivel de diferenca entre células adjacentes.
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Figura 7: Padroes para elementos triangulares e
quadrilaterais.

Para a malha com elementos triangulares sao
utilizados os padroes mostrados na parte superior
da figura 7, para subdividir a célula em triangulos,
que correspondem aos proprios elementos finitos. No
caso da malha com elementos quadrilaterais, a célula
¢ subdividida em poligonos (padrdes da parte inferior
da figura 7). Estes poligonos serao, entao, subdividi-
dos em um passo posterior, em elementos finitos qua-
drilaterais conforme o seguinte procedimento: cria-se
um ponto na metade de cada lado de cada poligono,
insere-se um ponto no centréide do poligono e liga-se
este ponto a cada ponto médio dos lados do poligono
[Bachmann (1987)]. Nota-se a importancia de garan-
tir apenas um unico nivel de diferenga entre células
adjacentes na arvore, como foi descrito em fase an-
terior, uma vez que estes padroes consideram, no
maximo, um ponto intermedidrio em cada lado da
célula.

Com o uso destes padroes, gera-se entao a pri-
meira parte da malha, parte esta que ocupa normal-
mente a maior area da dominio. Na figura 8 é mos-
trado o estdgio do algoritmo apds a etapa de geragao
da malha interna utilizando a quadtree.
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Figura 8: Geragao de malha no interior do modelo.
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Pode-se notar, também na figura 8, um exem-
plo de uma célula (a célula & esquerda do vértice
reentrante no lado direito do contorno) que seria ini-
cialmente classificada como interior, mas é reclassi-
ficada de acordo com o critério explicado anterior-
mente como célula de contorno.

Geracao da malha no contorno

Esta secao define como a malha é criada na regiao
entre a quadiree interna e o contorno. Isto é feito
através da técnica de triangulacao de Delaunay por
uma contrac¢ao de contorno. Isto completa o método
de geracao de malhas de elementos finitos proposto.
Também aqui pode-se dividir a geragao em al-
gumas fases, mostradas nas sub-se¢oes a seguir.

Inicializag¢ao da lista de arestas ativas do contorno

O processo se baseia em uma lista de arestas que re-
presenta o contorno ativo ou corrente da regiao. Esta
lista contém, inicialmente, todas as arestas referentes
a discretizagao das fronteiras da regiao. Cada aresta
desta lista sera considerada como aresta base para a
formacao dos triangulos. O processo ¢ iniciado por
uma aresta qualquer desta lista. '

Escolha de wm vértice interior para formacao de um
elemento finito '

Para cada aresta base deve-se encontrar um vértice
que forme com esta aresta o melhor triangulo. Este
triangulo é definido, baseado na propriedade da
triangulagao de Delaunay, como sendo o triangulo
com o maior angulo formado pelo vértice candidato
e os vértices da aresta base, como se pode ver pela
figura 9.

vertice candidato

\\\ triangulo

a candidato
::ggizo _9 ,///'
S //////
A
v - A 0
e ! 7/”/,7///
o \\\\ aresta base /
\\\\\‘ ,
\\\\\\\\\
outras arestas na

lista de arestas ativas

Figura 9: Defini¢ao do melhor triangulo pela técnica
de Delaunay.

A escolha do vértice para formar um novo
triangulo deve seguir, entao, o critério explicado no
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paragrafo anterior e que é utilizado em diversos al-
goritmos existentes. O aspecto fundamental do algo-
ritmo proposto consiste na determinagao dos vértices
que serao candidatos a formar um novo triangulo e
sobre os quais sao efetuadas operagoes geométricas,
tais como célculo de angulo. Este processo, que uti-
liza as informacgoes da quadiree gerada na primeira
etapa, é feito da seguinte maneira: localizam-se as
células da quadtree que contenham respectivamente
os nos inicial e final da aresta base, identificando-se,
entao, as suas células adjacentes. Células adjacen-
tes sao as células que possuem pelo menos um ponto
em comum. A determinac¢ao das células adjacentes
¢ um processo extremamente rapido, pois consiste
em percorrer uma arvore quaternaria. Os vértices
candidatos a formar o novo triangulo devem perten-
cer, portanto, a estas células, podendo ser vértices do
contorno original da regiao ou vértices da malha in-
terna gerada anteriormente. Desta forma tem-se um
numero reduzido de vértices para os quais o angulo
deve ser computado, aumentando a eficiéncia do al-
goritmo. Isto torna-se mais significativo se for con-
siderado que sao feitos também testes geométricos
para a validagao do vértice candidato, que deve es-
tar dentro do dominio no qual estd sendo gerada a
malha e também nao pode formar arestas que inter-
ceptem alguma aresta existente.

No caso de nao existir nenhum vértice candidato
apds o procedimento descrito acima, deve-se consi-
derar vértices que pertencam a células adjacentes As
células adjacentes iniciais. Estes casos ocorrem com
pouca frequéncia e refletem na verdade uma discre-
tizagao inadequada para o contorno da regiio.

dois outros
triangulos selecionados

melhor triangulo
corrente

outras
lista de arestas ativas

arestas na

Figura 10: Identificacao dos dois melhores triangulos
adjacentes.

Caso se deseje gerar uma malha com elemen-
tos quadrilaterais ao invés de triangulares o que se
faz ¢, apés a identificacao do melhor triangulo em
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relagdo a uma determinada aresta base, selecionar
um outro triangulo usando as duas arestas deste me-
lhor triangulo como arestas base. Os dois triangulos
combinados devem formar um quadrilatero aceitavel
dentro de certos critérios. Aqui trés possibilidades
existem (veja figura 10): nenhum triangulo adjacente
é selecionado (entao s6 o melhor triangulo é atuali-
zado na estrutura de elementos finitos), um unico
triangulo adjacente é selecionado, ou dois triangulos
adjacentes sao selecionados.

Se um ou dois triangulos adjacentes forem se-
lecionados, entao tem-se um ou dois quadrilateros
possiveis que devem ter sua forma estudada para
aceitacao ou nao. Para isso, uma medida numérica
de forma S ¢ definida, como exemplificada na fi-
gura 11 [Potyondy (1993)], representando o desvio
de qualquer angulo interno do elemento finito em
relagao a 90 graus. O elemento é aceitavel se S <
1.5, que corresponde a angulos internos entre 45 e
135 graus.

Bi = ;ngulo interno no vertice i
Bm = max | 90 — Bi |

S=1.0+ (1.0 / 9 ) * Bm

1

Figura 11: Defini¢ao da medida de forma quadrilate-
ral S.

Atualizagdo da estrutura de dados

Quando se chega a essa fase, um novo elemento fi-
nito triangular ou quadrilateral, dependendo do caso,
foi formado. Esse elemento é adicionado na lista de
elementos finitos ja existentes e é feita uma atua-
lizagdo na lista de arestas ativas para fazer a con-
tragao do contorno propriamente dita. A técnica de
contragao de contorno tradicional é tal que, formado
um elemento finito, a aresta base é retirada da lista
de arestas ativas e cada uma das arestas formadas
(duas na triangula¢ao ou trés na quadrangulagao) é
inserida na lista, se for uma nova aresta, ou retirada
dela, se ja existir. Isto faz com que o novo contorno
corresponda a regiao na qual ainda nao foi gerada
a malha. Conforme a malha vai sendo gerada, este
contorno vai contraindo até que seja gerada a malha
em toda a regiao inicial.

No algoritmo apresentado a diferenga em relacao
ao processo descrito acima é que o processo de con-
tragao do contorno nao se aplica a todo o dominio
mas somente a regiao entre as fronteiras da regiao
original e a malha gerada pela quadtree, o que repre-
senta uma lista de arestas reduzida em rela¢ao ao
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procedimento tradicional, aumentando a eficiencia
do algoritmo.

Finalizagdo da contragdo do contorno

O processo descrito acima continua até que nao haja
maisnenhuma aresta na lista de arestas ativas. Neste
momento tem-se a malha completamente gerada,
conforme é mostrado na figura 12.
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Figura 12: Malha final gerada.

Suavizagao da malha

Finalmente, apds ser gerada toda a malha, executa-se
um processo de suavizagdo. A suavizacao é simples-
mente uma média, para cada vértice, considerando
as coordenadas dos vértices pertencentes aos elemen-
tos finitos adjacentes ao vértice em questao. Essa
média é repetida quatro ou cinco vezes para dar um
resultado final satisfatorio e afeta logicamente s6 os
vértices interiores, ja que nao se pode alterar as coor-
denadas dos vértices originais do contorno. A figura
13 mostra a malha final suavizada e comparando-se
com a figura 12 pode-se notar a melhora conseguida.

Figura 13: Malha final suavizada.
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Conclusoes

O algoritmo descrito neste trabalho pode ser consi-
derado um algoritmo hibrido entre o proposto por
Shephard [Bachmann (1987)] e o proposto por Po-
tyondy (1993), tentando aliar o que ha de melhor
nos dois.

O algoritmo proposto por Shephard [Baechmann
(1987)] é todo ele baseado na estrutura quadtree, isto
¢, a malha é totalmente gerada através da mani-
pulagao das células da quadtree criadas para o modelo
em questao. Este algoritmo é robusto, e bastante
rapido pois percorre uma arvore quaternaria para ge-
rar a malha, mas tem a caracteristica de nao manter
a discretizagdo original do contorno, criando novos
vértices no contorno nao definidos originalmente.

O algoritmo de Potyondy (1993), assim como
o de Vianna (1992), usa a quadtree somente para
criar os pontos interiores no dominio, descartando
a partir deste momento toda a informacio referente
a mesma. Estes pontos interiores, entdo, vao ser
vir para a geragao dos elementos finitos seguindo a
técnica de contracao do contorno. Esse algoritmo
mantém a discretizagao original do usuério, mas nao
€ muito eficiente pois apresenta uma complexidade
de ordem quadratica na analise de pior caso.

O algoritmo proposto procura aliar as boas ca-
racteristicas de ambos os métodos citados e criar uma
geracao eficiente, robusta e rapida. O contexto deste
algoritmo mantém a discretiza¢ao original do con-
torno, que em um sistema interativo é normalmente
definida pelo usuério. Isto é importante para fazer
a ligagao com outros algoritmos (mapeamentos, por
exemplo), para simulagao de propagacio de trincas,
€ para o usudrio ter um maior controle sobre a malha
a ser gerada. .

Dentro deste contexto, o algoritmo usa a quad-
tree para gerar a malha somente no interior do mo-
delo, simplificando um pouco o processo proposto por
Shephard [Bachmann (1987)], que inclui operacdes
nao triviais para tratamento da quadiree na regiao
préxima do contorno a fim de evitar elementos fini-
tos ruins nesta area. Na fase da contracio do con-
torno, a substitui¢ao da procura de vértices para
formagao de triangulos, para cada aresta base, em
uma lista de vértices completa pela procura em uma
lista de vértices que pertencam as células adjacentes
a aresta base evita testes exaustivos contra vértices
distantes da aresta base que nao formariam elemen-
tos finitos melhores. Isto torna a performance do
algoritmo bem superior pois ele deixa de ter com-
lexidade quadratica (O(n?)), levando a ganhos bem
altos em modelos grandes e complexos.
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