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UM METODO PARA TRIANGULARIZAÇAO DE PONTOS 
NO ESPAÇO TRI-DIMENSIONAL 
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RESUMO- Este trabalho apresenta uma tecnica nova para a solu­
ção do problema da subdivisão de um dominio discreto no espaço 
tri-dimensional, em elementos triangulares. Esta tecnica pode 
ser usada na triangularização automática de superficies fecha­
das (envoltõrias), ou seja, na construção de uma aproximação 
poliédrica da superficie considerada. 

1. IITRODUÇAO 

A reconstrução de superficies a partir de um conjunto de po! 
tos arbitrariamente distribuidos, e um problema relevante em 
computação gráfica aplicada ao processamento_ de dados geográ­
ficos, CAGO, visão por computador e medicina. Um procedimento 
clássico utilizado no processo de reconstrução, e a subdivisão 
do conjunto de pontos em células de topologia triangular, se­
guido em muitos casos, da aplicação de funções interpolatõrias 
em cada uma das celulas obtidas. 

O problema da triangularização de pontos pode se apresentar 
em diferentes niveis de dimensionalidade e complexidade. No 
processamento de dados geográficos, por exemplo na recons­
trução de terrenos, o dominio ê bi-dimensional. Os pontos de 
amostra ou vértices da malha a ser gerada, repousam sobre um 
mesmo plano. Um problema mais complexo se configura em medi­
cina, precisamente na reconstrução, via computação gráfica, de 
orgãos animais ou humanos, a partir de amostras contidas em 
planos paralelos ou quase paralelos entre si. Finalmente, em 
certos casos, a digitalização de objetos de superficie exter­
na irregular, quer atraves de metodos indiretos como ultra­
sonografia, quer diretamente, via tablete 3-0, implica na co­
leta de um conjunto de pontos de amostra irregularmente dis­
tribuidos no espaço. A triangularização manual destas amostras 
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seria uma tarefa extremamente trabalhosa, requerendo assim o 
uso de métodos automáticos de triangularização. As seções se­
guintes deste artigo, abordam esta questão mais detalhadamente 
e culminam com a proposta de um método simples de triangulari­
zação no espaço tri-dimensional. 

2. SUBD~VISAO DE DOMINIOS DISCRETOS NO ESPAÇO TRI-DIMENSIONAL 

Intuitivamente, a subdivisão de um dominio discreto no esp~ 

ço 3-0, pode no contexto aqui abordado, ser entendida como se~ 

do a subdivisão do volume encerrado pelos pontos de amostra em 
tetraedros, onde o vertice. de cada tetraedro e uma dessas amo! 
tras e cada face de cada tetraedro pertence a no máximo um ou­
tro tetraedro. Dois tipos de informações resultantes dessa su~ 
divisão, podem suscitar interesse: a topologia de cada tetrae­
dro resultante ou simplesmente a to~logia das faces externas 
da subdivisão. Duas formas clássicas de solução para ambas as 
situações consistem respectivamente em: 

- Computação das tesselações de Voronoi/Dirichlet e a 
partir dai, computação dos tetraedros de Delunay para 
o conjunto das amostras (1). 

- Computação do envoltõrio convexo das amostras e pos­
terior correção do resultado, com o acrescimo ao poli­
edro resultante dos vértices internos ao envoltõrio(2). 

Pode-se ver claramente que os dois casos são distintos en­
tre si. O primeiro trata da subdivisão volumetric~ enquanto o 
segundo trata da subdivisão superficial. 

triangularização de Delunay 
de um cubo 

fi g. 1 

triangVlarização superficial 
de um cubo 
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A triangularização superficial tem importância sob dois as­

pectos: 

Na aproximação poliédrica de objetos tri-dimensio­

nais. 
- Na subdivisão celular de um dominio discreto para po~ 
terior aplicação de uma função interpolatõria. 

A técnica proposta a seguir, representa uma solução orlgl­
nal para a questão da triangularização superficial. A mesma g! 
ra, face a face, um poliedro de faces triangulares onde cada 
um de seus vértices i um ponto de amostra. O método i simples 
e pode ser fãcilmente implementado. Sua Ünica limitação i a de 
que o objeto, ou seja sua superficie exterior, seja angular­
mente simples ( 3 ). A mesma se baseia essencialmente, em uma 
ex~ensão de uma estratégia de triangularização 2-D proposta 
por Mc'Lain (4, ), a qual sera sumãriamente descrita a seguir. 

3. TRIANGULARIZAÇAO 2-D SEGUNDO Mc'LAIN 

Seja P um conjunto de amostras discretas Pi=(xi,Yi) 

A construção de uma malha de elementos triangulares cujos ver­
tices são os pontos Pi, i feita como se segue: 

A primeira aresta da malha i formada por qualquer ponto do con 
junto e seu vizinho mais prõximo. 
Cada aresta criada divide o plano em dois semi-planos. 
A associação de um ponto a uma aresta para a formação de um 
triangulo, obedece aos segóintes ériterios: 

1. O ponto deve ser visivel pela aresta. Se a aresta 
pertence a algum triangulo ja montado, esta condição 
sõ serã satisfeita se este ponto pertencer ao semi-pl~ 

no oposto ãquele que contiver o terceiro vértice do 
triangulo. 
2. Serã escolhido o ponto visivel cujo valor associa­
do O i minimo, sendo Da distancia .do éircuncentro da 
circunferencia que passa pelo ponto e pelos pontos ex­
tremos da aresta, até a aresta. 
obs.: distancias negativas de D tambem são considera­
das. Isso acontece, quando o circuncentro se encontrar 
no mesmo semi-plano que o terceiro vertice. 
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• 
semi-plano vis1vel pela aresta 

• 
fig.2. determinação de um ponto 
de formação de um triangulo 

4. M[TODO PROPOSTO PARA TRIANGULARIZAÇAO 3-D 

Seja P um conjunto de amostras discretas Pi=(Xi•Yi,Zi), efe­
tuadas na su~erf1cie externa de um objeto qualquer. 

-projetar cada ponto de amostra em uma esfera de raio unitã­
rio, cujo circuncentro pertença ao núcleo ( 1 ) da superf1cie 
amestrada. 

- construir a primeira aresta, utilizando qualquer ponto de a­
mostra projetado e seu vizinho projetado mais prõximo na supe~ 

ficie da esfera. 
-montagem do primeiro triangulo: 

- para cada ponto projetado vis1vel pela aresta: 
l .determinar o circuncentro da circunferencia que 
contem os pontos extremos da aresta e este ponto. 
2.montar o triangulo utilizando o ponto cuja dis­
tancia entre o circuncentro da circunferência e a 
aresta ê m1nima. 

-montagem dos outros triangulos: 
- para toda aresta pertencente a apenas um triangulo: 

- para cada ponto vis1vel pela aresta: 
repetir passos l. e 2. usados na montagem do primei­
ro triangulo. 

5. SIMPLICIDADE ANGULAR DE UM POLIEDRO 

Um poliedro ê angularmente simples quando o seu núcleo ou 
"kernell" ê diferente de zero.( 1 ). O núcleo de um poliedro i 
a região do espaço que abrange todos os pontos a partir dos 
quais, qualquer ponto da superf1cie do poliedro ê vis1vel. 
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O conceito de simpli~idade a~gUl~r pdde ser exteodido para uma 
superfêie fechada qualquer. A figura 3 ilustra algumas situa -
ções onde se verifica-ou não a simplicidade angular. Para efei­
to de simplificação, foram utilizadas secções transversais e 
não objetos inteiros. 

secção transversal angular­
mente simples. 

fig. 3 

secção transversal não angu­
larmente simples. 

6.DETERMINAÇAO DO CENTRO DA ESFERA DE PROJEÇAO 

A ünica condição limitadora do método proposto, e a da que a 
o objeto a ser amostrado tenha um nücleo não nulo. Na aproxima­
ção poliédrica de objetos convexos, a determinação deste centro 
ê i~ediata, pois todo interior do obj~ constitui o seu próprio 
nücleo. Neste caso, o ponto P=(l/N). ~pi' poderia ser utiliza­
do. Para objetos não convexos, a verif1tação da aplicabilidade 
do mêtodo deve ser estabelecida pelo seu usuãrio. A figu~a 4~i­
lustra um exemplo onde o objeto digitalizado e uma pêra. Apesar 
da não convexidade de sua superficie externa, verificou-se por 
simples observação do objeto, que o mesmo ê angularmente sim­
ples. Foram amestrados 23 pontos e o centro da esfera foi posi­
cionado no ponto determinado pela media aritimêtica simples des­
sas 23 amostras. 

7. CONCLUSOES 

O método apresentado fornece como resultado uma triangulari­
zação para um conjunto de pontos no espaço tri-dimensional e po­
de ser aplicado a um numero grande de diferentes situações prã­
ticas. O poliedro obtido pelo mesmo não e otimizado no sentido 
do maior ou do menor volume, uma vez que a triangularização sõ 
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ê õtima para os pontos projetados na esfera e não para os pon­
tos originais. Em situações onde a otimização do volume não ê 
um fator crtico, o mesmo pode , devido ã sua simplicidade, vir 
a representar uma ferramenta interessante. 
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