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Abstract. A three-dimensional cellular complex is a subdivision of a topological space into a finite
number of cells (vertices, edges, faces and polyhedrons). The topology of a cellular complex is the
abstract incidence and adjacency relations among its elements. In this work we propose a geome-
tric modeling of 3-dimensional complexes with topology of closed 3-manifolds, based in tetrahedron

gluing with consistent orientations.
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1 Introducgao

Na topologia tridimensional existem muitos proble-
mas em aberto. A visualizacao de 3-variedades é
um destes problemas de tratamento dificil. Existem
poucos trabalhos abordando este problema, dentre
os quais citamos: Kocak e Laidlaw [1] para a visua-
lizagdo da esfera S3 e Gunn [3] para a visualizagio
interna de 3-variedades.

A metodologia de visualizacao usado por Rosi e
Stolfi em [5] e [4] para a visualizagdo de complexos
celulares bidimensionais pode ser estendida para di-
mensoes malores; assimm, a nossa pesquisa trata da vi-
sualizacao automatica de 3-complexos celulares com
topologia de 3-variedade fechada.

Um 3-complexo celular é uma subdivisao de uma
3-variedade topoldgica em uma colegao finita de po-
liedros simples!, faces, arestas e vértices; tais que
estes elementos sio homeomorfos a R>, R* IR' e
IR® respectivamente e a fronteira de cada elemento
é a uniao de elementos de dimensao menor. Um 3-
complexo celular pode ser descrito por um modelo de
colagem: uma colecao finita de poliedros geométricos,
cujas faces sao identificadas duas a duas, até que nao
existam mais faces sem identificar (veja exemplo na
figura 7). Para que essas colagens sejam possiveis,
suporemos que os poliedros sao feitos de material
eldstico e que a construcao do complexo é realizada
no espaco® R*.

Para a visualizacao da topologia de um 3-com-
plexo celular, teremos que resolver os mesmos proble-
mas enfrentados em [5], ou seja, em primeiro lugar,
precisamos construir um modelo geométrico do com-
plexo no espaco IR*; posteriormente precisamos de
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1Poliedro homeomorfo & 3-bola aberta B>.

2Quatro dimensées sdo suficientes para os complexos ditos
ortentdvers, mas outros complexos podem exigir cinco.

um processo de otimizacao das representagoes geo-
métricas do complexo e finalmente desenvolver um
moédulo de visualizacao. Tratamos neste trabalho o
primeiro destes problemas.

Este trabalho estd organizado da seguinte ma-
neira: na secao 2 tratamos conceitos basicos. Na
secao 3, abordamos o processo de subdivisao bari-
céntrica. Para a manipulacao do complexo celular
adotamos a estrutura facet-edge (secio 4). Na se¢do
5 tratamos da proposta de modelagem da topologia
de 3-complexos celulares. Na secao 6 exibimos uma
aplicacao da modelagem proposta. Na secao 7 apre-
sentamos as conclusoes e os trabalhos futuros.

2 Conceitos Bésicos

Uma n-variedade topoldgica M de IR™, onde m > n,
é um espaco topoldgico no qual todo ponto possui
uma vizinhanca homeomorfa a n-bola aberta B™.
Uma n-variedade é fechada se esta é compacta e sem
fronteira.

3 Subdivisao Baricéntrica

O conceito de subdivisao baricéntrica nos permite
subdividir o complexo em unidades de modelagem
uniformes.

Dado um 3-complexo celular C, dizemos que um
vértice v é do tipo P, denotado por v,, se este situa-
se no meio de um poliedro p de C; de maneira andloga
definimos os tipos: F', denotado por vy, se este vértice
situa-se no meio de umaface f de C; £, denotado por
Ve, se este vértice situa-se no meio de uma aresta e
de C, e V, denotado por v,, se o vértice é coincidente
com um vértice do complexo C.

Informalmente, a subdivisao baricéntrica & do
complexo C, é obtida da seguinte maneira: inserimos
vértices de tipo P, F'e E em C; ligamos os vértices de
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Figure 1: Subdivisao Baricéntrica.

tipo P e F" aos vértices (originais e novos) nas frontei-
ras do poliedro e da face, respectivamente. A figura
1, 1lustra parcialmente a subdivisao baricéntrica de
um 3-complexo celular.

4 Estrutura de dados Facet-Edge

A estrutura facei-edge de Dobkin e Laszlo [2] per-
mite a manipulacao de 3-complexos celulares. A
unidade bésica é constituida pelo par “face-aresta”
(f,e), sendo f e e incidentes. Considera-se também
o anel de faces incidentes em e, denotado por F,, e
o anel de arestas incidentes em f, denotado por &;.
O sentido particular de rotacao de £; é chamado de
ortentag¢ao, enquanto o sentido de rotacao de F, é
chamado de spin.

Existem cinco fun¢oes de percurso: Enext, Fnext,
Spin, Clock e Sdual. A funcao Fnezt, retorna o par
face-aresta com a mesma componente aresta, mas
com a proxima face ao redor da aresta segundo o
spin. A funcao Clock, muda o sentido de rotacao dos
anéis de face e de aresta (veja figura 2(a)). A fungéo
Sdual, retorna o correspondente par face-aresta dual.

Existemn também, trés operadores de construcao:
make_facet_edge, splice_facets e splice_edges. O
primeiro operador é utilizado na implementacao da
estrutura de dados. Os operadores splice_facets e
splice_edges sao utilizados para modificar os anéis
de faces, F., e de arestas, &, respectivamente, de
um complexo. A operacio splice_facets(a,b) toma
como argumentos os pares face-aresta a e b. Esta
operacao afeita os anéis de faces F, e Fj como se-
gue: (i) se os dois anéis sdo distintos, splice_facets
combina os anéis num sé anel; (i¢) se os anéis sdo
idénticos, splice_facets quebra o anel em dois anéis
distintos. A figura 2(b) ilustra o efeito do operador
splice_facets(a,b).

5 Modelagem da Topologia do 3-Complexo
Celular

Nossa modelagem geométrica da topologia de 3-com-
plexos celulares procura ser expresso numa forma
bastante “simples” de modo a evitar detalhes geomé-
tricos que nao tenham significado topolégico (equi-
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Figure 2: Estrutura Facet_Edge.

valentes a dobras e intersecdes em [5]). O modelo
geométrico procura também deixar os elementos do
complexo (poliedros, faces, arestas e vértices) bem
separados e de preferéncia com um tamanho uni-
forme. Um modelo geométrico conveniente (andlogo
ao caso bidimensional [5]) o constitui uma malha tri-
dimensional de tetraedros.

Uma maneira 6bvia de modelar os complexos tri-
dimensionais seria considerar cada poliedro do com-
plexo como uma unidade de modelagem. Entretanto,
os poliedros do complexo podem ter um numero ar-
bitrario de faces coladas entre sim. Para contornar
essa dificuldade, introduzimos o conceito de tetrae-
dracao do complero, que é uma subdivisao do mesmo
em unidades de modelagem mais simples, os tetrae-
dros topoldgicos.

5.1 Tetraedracao do Complexo

A subdivisao baricéntrica & do complexo C, “tetra-
edrizard”3 o complexo. Seja e uma aresta arbitraria
de C e F. o anel de faces de C que incidem em e,
para cada par “face-aresta” (f, e), tal que f € F.,
definimos o tetraedro topoldgico como a uniao de qua-
tro tetraedros da subdivisao baricéntrica § que tem
uma das duas faces do tipo V, E, F' (parte da face
f) como uma de suas faces e uma das duas faces do
tipo I, F, P (parte da face ¢, o dual da aresta ¢)
como outra face. A figura 3(a) ilustra a conformacao
do tetraedro topoldgico para o par face-aresta (f,e).
Observe que os vértices extremos do tetraedro to-
poldgico sao vértices do tipo V e P e que o tetraedro
topolégico é uma regiao do complexo com quatro fa-
ces triangulares contendo a aresta primal e e a aresta
dual f’ como arestas nao adjacentes do tetraedro to-
polégico (veja figura 3(b)).

O ndmero total de tetraedros topoldgicos exis-
tentes na tetraedragao AC é: t =3 " | F., |, onde
m é o nimero de arestas de C e | Fe, | é o nlimero de

3Termo adotado para nos referir a uma triangulagio
tridimensional.
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Figure 3: Conformacao do tetraedro topolégico.

faces incidentes na aresta e;, 1 = 1,...,m. A tetra-
edracdo AC pode ser considerada uma malha tridi-
mensional de tetraedros topologicos, onde cada poli-
edro de C é subdividido em tetraedros topoldgicos.
Consideramos que a direcao de uma aresta e no
esquema de colagem induz uma orientacao nas faces
do tetraedro que incidem nesta aresta. Considera-
mos também que o spin é sempre anti-hordrio (veja
figura 4(a)).

arestas ambiguamente orientadas (desenhada por li-

Logo todo tetraedro topoldgico possui

nhas grossas) e arestas com orienta¢des definidas (de-
senhadas por linhas simples.

A proposta de modelagem é composta pelas eta-
pas: a colagem dos tetraedros topolégicos e a subdi-
visao refinada da colagem.

5.2 Colagem dos Tetraedros Topolégicos

No processo de colagem identificamos os tetraedros
topolégicos como prescrito pelas relacoes de adjacén-
cla entre os pares face-aresta do complexo, descritos
no esquema de colagem. Isto é, colamos o tetraedro
topolégico correspondente ao par face-aresta a e o te-
traedro topologico correspondente ao par face-aresta
b tal que b = aF'neat (veja figura 4(a)).

\ v,
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Esquema de colagem
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Figure 4: Par de tetraedros a serem colados.

Em principio, a colagem devera ser aplicada aos
tetraedros topoldgicos associados a todos os pares

b

face-aresta a e b = aF'next, tanto no espago primal
como no espago dual. O processo de colagem é rea-
lizado pelo algoritmo 1.

Algoritmo 1 GlueTetrala,b=aFnext): cola dois te-
traedros topolégicos correspondentes aos pares face-
aresta a e b = aFnext do complexo C, identificando
a face triangular f, com fy e as arestas eq; com ey,
para 0 < ¢ < 2.

1. firsta — a;
2. Repita

2.1 Se F, £ F
2.1.1 SpliceFacets (a,bFnext™1);
2.2 SpliceFacets (a,aFnext™');
2.3 a «— aFnext,
2.4 b — bEnexrt,;

3. Até que  a = firsta;

A colagem dos tetraedros topoldgicos é realizado
de maneira tal, que arestas ambiguamente orienta-
das e arestas com orientacoes definidas sao identi-
ficadas aos pares. Apds a colagem dos tetraedros
topoldgicos as arestas ambiguamente orientadas pos-
suem orientagoes coerentes.

E possivel que durante o processo de colagem
alguns tetraedros topoldgicos tenham que ser cola-
dos em si mesmo, isto ocorre quando no esquema
de colagem existe um par face-aresta adjacente a si
mesmo, isto é, quando aFnext = a (veja figura 5(b)).
Para contornar este problema contamos com o algo-
ritmo: Subdivisdo Radial, que permite a colagem do
tetraedro sem degenera-lo (veja figura 5(d)). A idéia
intuitiva deste algoritmo consiste em subdividir o te-
traedro em novos tetraedros mediante a insercao de
faces incidentes na aresta e, sobre o qual incidem as
faces do tetraedro a serem coladas e incidentes na
aresta oposta & aresta e (veja figura 5(c)).
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Figure 5: Tlustracao da Subdivisao Radial.

O processo de otimizacao das realizacoes geomé-
tricas de um complexo celular nao pode ser aplicado
diretamente aos elementos originais que conformam o
complexo, assim, torna-se necessario obter uma sub-
divisao “refinada” do complexo.
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5.3 Subdivisao Refinada da Colagem

Uma vez que a nossa abordagem contempla primeiro
a colagem dos tetraedros topoldgicos e posteriormente
a subdivisao das colagens garante-se entao a nao con-
formacao de pares de tetraedros degenerados?.

Precisamos de rotinas para a subdivisao das co-
lagens dos tetraedros topoldgicos. A abordagem a se-
guir consiste em subdividir de maneira refinada os te-
traedros topolégicos em k3 tetraedros retilineos, onde
k é a ordem de refinamento. Com esta subdivisao o
complexo celular C com ¢ pares face-aresta pode ser
substituido pela tetraedracao refinada de ordem &,
ArC com tk3 tetraedros retilineos, 2tk3 triangulos
planos e t(k® + k% + 1) arestas retas. A figura 6
ilustra um tetraedro subdividido numa malha tridi-
mensional de ordem k = 2 (8 tetraedros).

Figure 6: Tetraedro subdividido.

6 Exemplo

A figura 7 ilustra o esquema de colagem para a ob-
tencao do complexo com topologia do toro tridimen-
sional T3, este complexo possui um vértice, trés ares-
tas, trés faces e um poliedro. O complexo possui
também, seis pares face-aresta e assim seis tetraedros
topoldgicos. A figura 8, indica as faces a serem iden-
tificadas (faces com numeros sublinhados situam-se
por atras do tetraedro).

©
L2
A 4
e flf fy f
%/; ,,,,,,, %, |2
f &
©

Figure 7: Esquema de colagem do 773,

4Tetraedros distintos incidentes nos
vértices.

mesmos quatro
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Figure 8: Tetraedros a colar para a obtencio de T%.

7 Conclusao e Trabalhos Futuros

Apresentamos uma abordagem para a modelagem
geométrica de complexos com topologia de 3-varie-
dade fechada por colagens de tetraedros topoldgicos
com orientacoes consistentes.

A préxima etapa em nossa pesquisa é a defini¢ao
de funcoes de energia®. Acreditamos que a modela-
gem aqui proposta permite por meio da otimizacao
das funcoes de energia a realizacao de instancias geo-
métricas dos complexos possuindo critérios estéticos
“legiveis”.
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