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Abstract. A three-dimensional cellular complex is a subdivision of a topological space into a �nite
number of cells (vertices, edges, faces and polyhedrons). The topology of a cellular complex is the
abstract incidence and adjacency relations among its elements. In this work we propose a geome-
tric modeling of 3-dimensional complexes with topology of closed 3-manifolds, based in tetrahedron
gluing with consistent orientations.
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1 Introdu�c~ao

Na topologia tridimensional existem muitos proble-
mas em aberto. A visualiza�c~ao de 3-variedades �e
um destes problemas de tratamento dif��cil. Existem
poucos trabalhos abordando este problema, dentre
os quais citamos: Ko�cak e Laidlaw [1] para a visua-
liza�c~ao da esfera S3 e Gunn [3] para a visualiza�c~ao
interna de 3-variedades.

A metodologia de visualiza�c~ao usado por Rosi e
Stol� em [5] e [4] para a visualiza�c~ao de complexos
celulares bidimensionais pode ser estendida para di-
mens~oes maiores; assim, a nossa pesquisa trata da vi-
sualiza�c~ao autom�atica de 3-complexos celulares com
topologia de 3-variedade fechada.

Um 3-complexo celular �e uma subdivis~ao de uma
3-variedade topol�ogica em uma cole�c~ao �nita de po-
liedros simples1, faces, arestas e v�ertices; tais que
estes elementos s~ao homeomorfos a IR3, IR2, IR1 e
IR0 respectivamente e a fronteira de cada elemento
�e a uni~ao de elementos de dimens~ao menor. Um 3-
complexo celular pode ser descrito por ummodelo de
colagem: uma cole�c~ao �nita de poliedros geom�etricos,
cujas faces s~ao identi�cadas duas a duas, at�e que n~ao
existam mais faces sem identi�car (veja exemplo na
�gura 7). Para que essas colagens sejam poss��veis,
suporemos que os poliedros s~ao feitos de material
el�astico e que a constru�c~ao do complexo �e realizada
no espa�co2 IR4.

Para a visualiza�c~ao da topologia de um 3-com-
plexo celular, teremos que resolver os mesmos proble-
mas enfrentados em [5], ou seja, em primeiro lugar,
precisamos construir um modelo geom�etrico do com-
plexo no espa�co IR4; posteriormente precisamos de

�Suporte �nanceiro FAPESP | processo N. 96/09873-0.
1Poliedro homeomorfo �a 3-bola aberta B3.
2Quatro dimens~oes s~ao su�cientes para os complexos ditos

orient�aveis, mas outros complexos podem exigir cinco.

um processo de otimiza�c~ao das representa�c~oes geo-
m�etricas do complexo e �nalmente desenvolver um
m�odulo de visualiza�c~ao. Tratamos neste trabalho o
primeiro destes problemas.

Este trabalho est�a organizado da seguinte ma-
neira: na se�c~ao 2 tratamos conceitos b�asicos. Na
se�c~ao 3, abordamos o processo de subdivis~ao bari-
cêntrica. Para a manipula�c~ao do complexo celular
adotamos a estrutura facet-edge (se�c~ao 4). Na se�c~ao
5 tratamos da proposta de modelagem da topologia
de 3-complexos celulares. Na se�c~ao 6 exibimos uma
aplica�c~ao da modelagem proposta. Na se�c~ao 7 apre-
sentamos as conclus~oes e os trabalhos futuros.

2 Conceitos B�asicos

Uma n-variedade topol�ogica M de IRm, onde m � n,
�e um espa�co topol�ogico no qual todo ponto possui
uma vizinhan�ca homeomorfa �a n-bola aberta Bn.
Uma n-variedade �e fechada se esta �e compacta e sem
fronteira.

3 Subdivis~ao Baricêntrica

O conceito de subdivis~ao baricêntrica nos permite
subdividir o complexo em unidades de modelagem
uniformes.

Dado um 3-complexo celular C, dizemos que um
v�ertice v �e do tipo P , denotado por vp, se este situa-
se no meio de um poliedro p de C; de maneira an�aloga
de�nimos os tipos: F , denotado por vf , se este v�ertice
situa-se no meio de uma face f de C; E, denotado por
ve, se este v�ertice situa-se no meio de uma aresta e

de C, e V , denotado por vv, se o v�ertice �e coincidente
com um v�ertice do complexo C.

Informalmente, a subdivis~ao baricêntrica S do
complexo C, �e obtida da seguinte maneira: inserimos
v�ertices de tipo P , F e E em C; ligamos os v�ertices de
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Figure 1: Subdivis~ao Baricêntrica.

tipo P e F aos v�ertices (originais e novos) nas frontei-
ras do poliedro e da face, respectivamente. A �gura
1, ilustra parcialmente a subdivis~ao baricêntrica de
um 3-complexo celular.

4 Estrutura de dados Facet-Edge

A estrutura facet-edge de Dobkin e Laszlo [2] per-
mite a manipula�c~ao de 3-complexos celulares. A
unidade b�asica �e constitu��da pelo par \face-aresta"
(f; e), sendo f e e incidentes. Considera-se tamb�em
o anel de faces incidentes em e, denotado por Fe, e
o anel de arestas incidentes em f , denotado por Ef .
O sentido particular de rota�c~ao de Ef �e chamado de
orienta�c~ao, enquanto o sentido de rota�c~ao de Fe �e
chamado de spin.

Existem cinco fun�c~oes de percurso: Enext, Fnext,
Spin, Clock e Sdual. A fun�c~ao Fnext, retorna o par
face-aresta com a mesma componente aresta, mas
com a pr�oxima face ao redor da aresta segundo o
spin. A fun�c~ao Clock, muda o sentido de rota�c~ao dos
an�eis de face e de aresta (veja �gura 2(a)). A fun�c~ao
Sdual, retorna o correspondente par face-aresta dual.

Existem tamb�em, três operadores de constru�c~ao:
make facet edge, splice facets e splice edges. O
primeiro operador �e utilizado na implementa�c~ao da
estrutura de dados. Os operadores splice facets e
splice edges s~ao utilizados para modi�car os an�eis
de faces, Fe, e de arestas, Ef , respectivamente, de
um complexo. A opera�c~ao splice facets(a; b) toma
como argumentos os pares face-aresta a e b. Esta
opera�c~ao afeita os an�eis de faces Fa e Fb como se-
gue: (i) se os dois an�eis s~ao distintos, splice facets

combina os an�eis num s�o anel; (ii) se os an�eis s~ao
idênticos, splice facets quebra o anel em dois an�eis
distintos. A �gura 2(b) ilustra o efeito do operador
splice facets(a; b).

5 Modelagem da Topologia do 3-Complexo

Celular

Nossa modelagemgeom�etrica da topologia de 3-com-
plexos celulares procura ser expresso numa forma
bastante \simples" de modo a evitar detalhes geom�e-
tricos que n~ao tenham signi�cado topol�ogico (equi-
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Figure 2: Estrutura Facet Edge.

valentes a dobras e interse�c~oes em [5]). O modelo
geom�etrico procura tamb�em deixar os elementos do
complexo (poliedros, faces, arestas e v�ertices) bem
separados e de preferência com um tamanho uni-
forme. Um modelo geom�etrico conveniente (an�alogo
ao caso bidimensional [5]) o constitui uma malha tri-
dimensional de tetraedros.

Umamaneira �obvia de modelar os complexos tri-
dimensionais seria considerar cada poliedro do com-
plexo como uma unidade de modelagem. Entretanto,
os poliedros do complexo podem ter um n�umero ar-
bitr�ario de faces coladas entre sim. Para contornar
essa di�culdade, introduzimos o conceito de tetrae-
dra�c~ao do complexo, que �e uma subdivis~ao do mesmo
em unidades de modelagem mais simples, os tetrae-
dros topol�ogicos.

5.1 Tetraedra�c~ao do Complexo

A subdivis~ao baricêntrica S do complexo C, \tetra-
edrizar�a"3 o complexo. Seja e uma aresta arbitr�aria
de C e Fe o anel de faces de C que incidem em e,
para cada par \face-aresta" (f; e), tal que f 2 Fe,
de�nimos o tetraedro topol�ogico como a uni~ao de qua-
tro tetraedros da subdivis~ao baricêntrica S que têm
uma das duas faces do tipo V;E; F (parte da face
f) como uma de suas faces e uma das duas faces do
tipo E;F; P (parte da face e0, o dual da aresta e)
como outra face. A �gura 3(a) ilustra a conforma�c~ao
do tetraedro topol�ogico para o par face-aresta (f; e).
Observe que os v�ertices extremos do tetraedro to-
pol�ogico s~ao v�ertices do tipo V e P e que o tetraedro
topol�ogico �e uma regi~ao do complexo com quatro fa-
ces triangulares contendo a aresta primal e e a aresta
dual f 0 como arestas n~ao adjacentes do tetraedro to-
pol�ogico (veja �gura 3(b)).

O n�umero total de tetraedros topol�ogicos exis-
tentes na tetraedra�c~ao 4C �e: t =

Pm

i=1 j Fei j, onde
m �e o n�umero de arestas de C e j Fei j �e o n�umero de

3Termo adotado para nos referir a uma triangula�c~ao
tridimensional.
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Figure 3: Conforma�c~ao do tetraedro topol�ogico.

faces incidentes na aresta ei, i = 1; : : : ;m. A tetra-
edra�c~ao 4C pode ser considerada uma malha tridi-
mensional de tetraedros topol�ogicos, onde cada poli-
edro de C �e subdividido em tetraedros topol�ogicos.

Consideramos que a dire�c~ao de uma aresta e no
esquema de colagem induz uma orienta�c~ao nas faces
do tetraedro que incidem nesta aresta. Considera-
mos tamb�em que o spin �e sempre anti-hor�ario (veja
�gura 4(a)). Logo todo tetraedro topol�ogico possui
arestas ambiguamente orientadas (desenhada por li-
nhas grossas) e arestas com orienta�c~oes de�nidas (de-
senhadas por linhas simples.

A proposta de modelagem�e composta pelas eta-
pas: a colagem dos tetraedros topol�ogicos e a subdi-
vis~ao re�nada da colagem.

5.2 Colagem dos Tetraedros Topol�ogicos

No processo de colagem identi�camos os tetraedros
topol�ogicos como prescrito pelas rela�c~oes de adjacên-
cia entre os pares face-aresta do complexo, descritos
no esquema de colagem. Isto �e, colamos o tetraedro
topol�ogico correspondente ao par face-aresta a e o te-
traedro topol�ogico correspondente ao par face-aresta
b tal que b = aFnext (veja �gura 4(a)).
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Figure 4: Par de tetraedros a serem colados.

Em princ��pio, a colagem dever�a ser aplicada aos
tetraedros topol�ogicos associados a todos os pares

face-aresta a e b = aFnext, tanto no espa�co primal
como no espa�co dual. O processo de colagem �e rea-
lizado pelo algoritmo 1.

Algoritmo 1 GlueTetra(a,b=aFnext): cola dois te-
traedros topol�ogicos correspondentes aos pares face-
aresta a e b = aFnext do complexo C, identi�cando
a face triangular fa com fb e as arestas eai com ebi
para 0 � i � 2.

1: firsta  a;

2: Repita

2:1 Se Fa 6� Fb

2:1:1 SpliceFacets (a; bFnext�1);

2:2 SpliceFacets (a; aFnext�1);

2:3 a aEnext;

2:4 b bEnext;

3: At�e que a = firsta;

A colagem dos tetraedros topol�ogicos �e realizado
de maneira tal, que arestas ambiguamente orienta-
das e arestas com orienta�c~oes de�nidas s~ao identi-
�cadas aos pares. Ap�os a colagem dos tetraedros
topol�ogicos as arestas ambiguamente orientadas pos-
suem orienta�c~oes coerentes.

�E poss��vel que durante o processo de colagem
alguns tetraedros topol�ogicos tenham que ser cola-
dos em si mesmo, isto ocorre quando no esquema
de colagem existe um par face-aresta adjacente a si
mesmo, isto �e, quando aFnext = a (veja �gura 5(b)).
Para contornar este problema contamos com o algo-
ritmo: Subdivis~ao Radial, que permite a colagem do
tetraedro sem degenera-lo (veja �gura 5(d)). A id�eia
intuitiva deste algoritmo consiste em subdividir o te-
traedro em novos tetraedros mediante a inser�c~ao de
faces incidentes na aresta e, sobre o qual incidem as
faces do tetraedro a serem coladas e incidentes na
aresta oposta �a aresta e (veja �gura 5(c)).
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Figure 5: Ilustra�c~ao da Subdivis~ao Radial.

O processo de otimiza�c~ao das realiza�c~oes geom�e-
tricas de um complexo celular n~ao pode ser aplicado
diretamente aos elementos originais que conformamo
complexo, assim, torna-se necess�ario obter uma sub-
divis~ao \re�nada" do complexo.
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5.3 Subdivis~ao Re�nada da Colagem

Uma vez que a nossa abordagem contempla primeiro
a colagem dos tetraedros topol�ogicos e posteriormente
a subdivis~ao das colagens garante-se ent~ao a n~ao con-
forma�c~ao de pares de tetraedros degenerados4.

Precisamos de rotinas para a subdivis~ao das co-
lagens dos tetraedros topol�ogicos. A abordagem a se-
guir consiste em subdividir de maneira re�nada os te-
traedros topol�ogicos em k3 tetraedros retil��neos, onde
k �e a ordem de re�namento. Com esta subdivis~ao o
complexo celular C com t pares face-aresta pode ser
substitu��do pela tetraedra�c~ao re�nada de ordem k,
4kC com tk3 tetraedros retil��neos, 2tk3 triângulos
planos e t(k3 + k2 + 1) arestas retas. A �gura 6
ilustra um tetraedro subdividido numa malha tridi-
mensional de ordem k = 2 (8 tetraedros).

e

f’

Figure 6: Tetraedro subdividido.

6 Exemplo

A �gura 7 ilustra o esquema de colagem para a ob-
ten�c~ao do complexo com topologia do toro tridimen-
sional T 3, este complexo possui um v�ertice, três ares-
tas, três faces e um poliedro. O complexo possui
tamb�em, seis pares face-aresta e assim seis tetraedros
topol�ogicos. A �gura 8, indica as faces a serem iden-
ti�cadas (faces com n�umeros sublinhados situam-se
por atr�as do tetraedro).
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4Tetraedros distintos incidentes nos mesmos quatro
v�ertices.
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Figure 8: Tetraedros a colar para a obten�c~ao de T 3.

7 Conclus~ao e Trabalhos Futuros

Apresentamos uma abordagem para a modelagem
geom�etrica de complexos com topologia de 3-varie-
dade fechada por colagens de tetraedros topol�ogicos
com orienta�c~oes consistentes.

A pr�oxima etapa em nossa pesquisa �e a de�ni�c~ao
de fun�c~oes de energia5. Acreditamos que a modela-
gem aqui proposta permite por meio da otimiza�c~ao
das fun�c~oes de energia a realiza�c~ao de instâncias geo-
m�etricas dos complexos possuindo crit�erios est�eticos
\leg��veis".
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