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Abstract. There is a number of methods to compute minimal surfaces. This paper presents a computer
program that solves Plateau’s problem, joining a recent iteractive method of Pinkall and Polthier with
numerical and computer graphic methods ensuring more efficiency and robustness. The system will be able
to generate a discrete minimal surface from a fixed boundary (a set of closed polygonal curves).
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1 Introducéo numéricos e técnicas de computacdo grafica, para

As superficies minimas tém sido objeto de grancgarantir maior eficiéncia e robustez. O sistema gera uma
interesse nos dois Ultimos séculos. Elas sdo Superﬁdsé@erﬁcie minima discreta, restrita a uma dada fronteira
de area minima, restritas a determinadas condicdes. (fRfmada por curvas poligonais fechadas).

exemplo classico é o da pelicula de sabdo que possui a Tal resultado é possivel, aplicando sucessivamente
menor area possivel sujeita & borda que a mantém. Baalgoritmo de minimizacdo [Pinkall & Polthier 1993]
surgiu o famoso problema de Plateau, que questionavara uma superficie (triangulada) com bordo. Este
existéncia de uma superficie minima homeomorfa adgoritmo, baseado na resolugdo de um sistema linear,
disco com fronteira em uma dada curva fechaddo altera a geometria da superficie, reduzindo sua éarea, e
R". A resposta positiva, baseada em estuda®nsidera alcancada a solugdo quando a variagdo da area
experimentais realizados no século XIX pelo fisicauperficial se tornar suficientemente pequena.

belga Plateau (1873), s6 foi conseguida teoricamente A principal contribuicio deste trabalho é garantir a

depois de 1930, por Douglas (1931) e Rado (1930), dggnvergéncia de um eficiente método iterativo para a

tiveram a idéia de minimizar a integral de Dirichlet - €Mesolucdo do sistema linear associado ao algoritmo de

poste.rio.r reformulacdo por Courant (1950) - ao invés qﬁmimizagao, incluindo, para isso, procedimentos

propria integral de area. topologicos que permitem eliminar degeneracdes e
As superficies minimas se apresentam em muitalierar a topologia global da superficie rngalada,

micro e macro estruturas organicas e minerais. Uma bdarante o processo de minimizagao.

exposi¢cdo sobre a importancia que elas possuem pode

ser vista em Almgren (1982). A utilizagéo, por exemploy  Método de Minimizagéo

de estruturas com superficies de area minima para 0b§as

. 2 3 . ~
de arquitetura, representa a economia maxima @€ a ff '.QSD:?Q_' i ; aaAp}agrzamgtrleagao de _ur;a
material, maior resisténcia, além de rigidez geométri perticie (). A areaA(f(Q)) de S e a energia de

natural. irichlet Ep(f) def, sdo dadas por:

Do ponto de vista numérico, existem varios acf)y=(det(f) e E.(f :1 sz
métodos para calcular superficies minimas [Wilson () ‘J; ©r) D( ) 2?[| | '

(1961), Concus (1967), Dziuk (1991)], incluindo ) )

superficies que minimizam outras formas de energi@ndellf representa a matriz Jacobiand.de

além da tensdo superficial [Brakke (1992)]. Um método  Além disso A(f(Q2)) < Ep(f), valendo a igualdade se

recente para o problema de Plateau foi proposto p@isomente ské conforme (isto é, preserva os angulos).

Pinkall e Polthier (1993). Sejal uma curva compacta sem bordo dd R
O objetivo deste trabalho é apresentar um sister@@nsiderando ;SS.; U R superficies com fronteirg,

para a solugdo do problema de Plateau, que combindais que a energia de Dirichletfie S - S.; € minima

algoritmo de Pinkall e Polthier [1993], com métodosio espaco de fungbes que levajre® qualquer outra



superficie, entdo A(3) < A(S). De fato, seEp(fy) € Minimizar o funcional Ep(f) assim expresso, ou
minima, entao: seja, obter os pontog’ tal que Ep(f) seja minimo,

A(Si1) < Ep(fy) < Ep(fi: S— S) = A(f(S)) = A(S). envolve calculos simples e recai na solucdo de um

. . : .. sistema linear.
Aplicando recursivamente um procedimento basico

que, partindo de ;Sseja capaz de calcular.;Snas ] o
condicbes acima, & possivel convergir para unfa2 Procedimento Basico
superficie minima restrita a fronteifa, desde que Dada uma triangulacdo coBwl vértices, representada

conhecida alguma superficie inicigl &m fronteird’. por Tc = (P, --.,Ps, Pa+1s ---» B+ ), ONAeEp; sA0 vértices
na borda, para 4i<B, e vértices interiores para
2.1 Problema Bésico B<i<B+l. Os vértices interioreg; (B<i<B+l) da

. _ . nova triangulagéo 1 = (Py, ..., Ps, Xg+1, ..., Xa+ ) tal
Sej_a r - {Fy, ., Tb _um conjunt(?_de_ contornos ue Ep(f: Tx - Tys1) S€ja minima, podem ser obtidos
poligonais fechados e T uma superficie triangulada Coresolvendo as equacoes lineares=Q (B<i< B+ )
fronteira 0T =I'. Deseja-se estender uma fungé?al que [Pinkall e Polthier (1993)]: - '
f: 0T - I para os vértices interiores de T, obtendo-sé '
uma nova triangulacdo T KT), tal quef: T - T’ OB Bt 0
minimize a energia de Dirichlet no espago de fungc”)e@i = ZEZ SR+ Z S; X U e
lineares por partes com dominio em T. &t E

Dados dois tridngulos ¢ t', é possivel definir uma

=B+l

funcdo linearf:t - t (Figural). A energia de H—l(cot(ai~)+cot(ﬁ,- )).Id; n,p adjacentes
Dirichlet dessa transformac&o pode ser obtida em term&s =0 8 : : :

dos angulos do dominiq & dos comprimentos das D ;  caso contrario
arestas da imageny,tna forma [Pinkall e Polthier S = -5

(2993)]: '

pj adjacente ai

1 :
E,(f)= Z(cot(ajalz + cot(B )b|2 + coty [)C|2) . ondea; e B3; sdo os dois angulagpostos as arestagp;,
Id a matriz identidade 3x3 e S uma matriz simétrica e
positiva definida, se os tridangulos tiverem area positiva.

K fi t O algoritmo iterativo de minimizacdo executa os
— c b’ passos a seguir: dada uma triangulacéo inigatom

pontos de fronteira definidos, aplicar recursivamente o
‘ procedimento béasico acima, até que |Arga(F

Area(Tis)| < €.
Figura 1 - Energia de DirichldEp(f) de uma funcao

linearf; entre dois triangulos ¢ t'. 3 Resoluco do Sistema Linear

Cada iteracdo do algoritmo de minimizagdo requer a
%?ugéo do sistema linear (para cada coordenada):
&y =_L'p ondex e p sdo vértices interiores e de
borda da nova triangulacéq.d; respectivamente, €'

S s&@o sub-matrizes da matriz S que esta associada a
triangulacdo T coml vértices interiores B vértices de
fronteira. (Figura 2)

Estendendo este resultado para duas triangulac
T e T', a energia de Dirichlet de uma funcao linear p
partesf: T — T’ definida em cada triangule@ T por
uma funcéo lineaf: t; -~ t'0 T, € a soma ponderada
de todos os comprimentos das areafaga imagem T,
Cujos pesos sao 0s angutgmostos correspondentase
[ no dominio T, ou seja:

1
ED(f):t' Eo(f)= 2 Z(COt(ai )+ cot(@ )Iai'|2 1 ? B+l )
riangulio | arestas |
o
1 2 Y B
=3 cot(a; )+ cot | — , S = B+1
Sgsffsnszigs e+l J oo S
adjacentes | B+l

ondep’ sdo os vértices da triangulagio Toge 3 os
angulos em T correspondentes as argstas Figura 2 - Sub-matrizes®'S & da matriz S associada a
uma triangulacéoJcoml+B vértices.



O alto grau de esparsidade e a simetria da matriz S Em 3a), um (e apenas um) dos angulos de um
permitem armazenar®Se S com baixo custo de triangulo é muito pequeno e a remocdo dos dois
memodria, na ordem d&l e Gl/2, respectivamente, triangulos (hachurados), adjacentes pela aogsista ao
sendoG o maior grau dos vértices da triangulacéo. angulo, é intuitiva. Quando um angulo se aproxima,de

A estratégia proposta neste trabalho para @ procedimento ideal é o ilustrado erb)3ja que um
resolucio do sistema lineal 6= b (b =-<'p), com Vértice se aproxima da aresta oposta e os trégyuids
S' esparsa e definida positiva, utiliza o eficiente métodd "emover sdo praticamente coplanares. Esse raciocinio
iterativo do gradiente conjugado para calcular o mininfeA0 vale, entretanto, se o vértice em questao pertencer a

de uma funcig(x), tal quedg(x) =0 -~ S'x = b[Press Mais de trés triangulos como ens)3A solugéo adotada
et al. (1990)], ou seja: neste caso, ao contrario das primeiras que removem

1 efetivamente tridngulos, apenas troca (do ponto de vista
g(x)==x0S' Ox Hix onde O g x= $0x b topoldgico) a diagonal do quadrilatero formado pelos
2 tridngulos que compartilham a aresfgosta ao régulo
Sabe-se que o método do gradiente conjugadiegenerado. Observe que as alteracdes topoldgicas sdo

converge para o minimo dg(x) em um numero de acompanhadas de atualizagbes nas coordenadas de
iteracBes igual, no maximo, a dimensao do seu dominigsrtos vértices, como mostra a Figura 3.
isto é,l. Sua eficiéncia na resolugéo do sistema linear se
baseia no fato de que o ndmero de iteragBes
geralmente muito pequeno e o céalculogge) e 0g(x)

> Neste trabalho, a aplicagdo de um procedimento
bseado na terceira regra acima descrita, mostrou ser
) ~ X inadequada para eliminar certos tipos de degeneracéo,
ggng?i%?n'tj:i?o;em cusi{Gl) associado ao produto como o da Figura & onde o procedimento cicla
) ' B indefinidamente. Entretanto, é facil observar que esse
Este método, entretanto, pode ndo ser capaz @go poderia ser evitado, resolvendo primeiro a

convergir para a solucao de sistemas lineares associag@§eneragso no triangulo 2 (Figur)4.
a determinadas triangulages (possuindo triangulos

degenerados) no algoritmo de minimizagéo.

@
4 Mudancas Topoldgicas ' -2
Uma questdo fundamental é o surgimento de - - -
degeneracbes em uma triangulacdo sujeita ao processo
de minimizagdo. Embora, do ponto de vista teorico,(b)
triangulos degenerados ndo representem perigo algum, , : 2
na pratica podem causar problemas numéricos e levar q q
algoritmo de minimizagdo a deixar de minimizar. Além i i
disso, o método do gradiente conjugado utilizado neste
trabalho se mostra bastante sensivel a degeneragégura 4 - Caso especial na aplicacdo da regra 3 para
deixando de convergir para a solucéo do sistema lineegmocao de degeneragfa3:.comecando pelo triangulo
Por outro lado, a eliminagéo de triangulos degeneradbs o procedimento ndo terminab) comecando pelo
permite a alteracdo da topologia global da superficie pwiangulo 2: remocéo de degenerages com sucesso.
meio de testes geométricos absolutamente locais.

Portanto, o controle na ordem de tratamento dos

4.1 Mudancas Topoldgicas Locais triangulos degeneradopode ser decisivo para a
obtencdo de bons resultados. Essa nova proposta foi

As trés regras para a eliminacdo de degeneracoes. . .
descritas na Figura3 e j& propostas (em carécfél%ﬁ'z.adaﬁes'{e trabalho e se reveIEJu satisfatoria para a
Iminacdo completa de degeneracdes.

experimental) por Pinkall e Polthier (1993) buscari

manter a geometria da triangulagéo. ) )
4.2 Mudancas Topolégicas Globais

a) b) c A§ mudangas topolégicas globais sdo consequéncia
direta e fazem parte do processo de remocdo de

U O O triangulos degenerados. Portanto, ndo sdo necessarios
testes geomeétricos adicionais. Na verdade, elas sdo a

] L ~ solucdo natural para alguns casos especiais de remog¢ao
Figura 3 - Regras para eliminagéo de trianguloge triangulos.
degenerados.



A Figura 5 mostra a representacgdo tri-dimensiongr6ximo objetivo deste trabalho, para lidar com um
de um exemplo em que a aplicacdo da primeira regndmero bem maior de superficies minimas.

para eliminacdo de degeneracdes exiqe a alteracdo da oytro objetivo importante é o da geragdo
topologia global do modelo. A deteccéo destes casg§tomatica de uma malha inicial a partir de uma

especiais € bastante simples, ja que se caracterizam g@jateira dada, para solucionar o problema de Plateau na
existéncia de dois vertices, ligados por duas aresigg forma original.

distintas. No caso da figura, a aresta duplicada é a
compartilhada pelos triangulos hachurados. A separaggo
da superficie em duas componentes conexas €
teoricamente correta, j4 que ambas ndo poderiam k@ram realizados alguns testes com base em superficies
manter unidas por uma tensdo superficial pontual (pdfdnimas simples ja conhecidas. As malhas iniciais
pontos fora da borda). Tal restricio &, portam(ggeradas por um pequeno programa auxiliar, nesta fase
intrinseca ao problema das superficies minimas, embdpgial do trabalho) foram obtidas via arquivo e
esteja também relacionada com a estrutura de daddgnguladas para aplicacdo do  algoritmo  de
para solidosnanifold utilizada neste trabalho. minimizacao.

A Figura 6 mostra algumas etapas da geracdo da
catenoide estavel, a superficie minima com fronteira em
dois circulos muito proximos. A superficie inicial
utilizada foi um cilindro. N&o ocorrem degeneracdes
durante a minimizagé&o.

Figura 5 - Alteracdo topolédgica global resultante d J l “f ) ]

aplicagéo da regra 1 de eliminacéo de degeneracdes.

Resultados

Figura6 - Geracdo da catendide estavel: superficie

Qualquer componente conexa deve conter algumnima com fronteira em dois circulos préximos.
borda, para que seja possivel aplicar o algoritmo de

minimizag¢do. Por essa razéo, a cada divisdo do modelo,

as novas componentes devem ser verificadas e A Figura 7 destaca algumas fases do processo de
removidas, se ndo possuirem bordas (internamente, aigimizacdo de uma superficie cilindrica com suas
superficies séo representadas como solidos cujas bordaslas circulares suficientemente afastadas para gerar a

séo faces invisiveis). catendide instavel. A remocdo de degeneracbes e a
alteracdo da topologia global da superficie, durante o
5 Implementacdo e Perspectivas futuras processo, € importante para obter eficientemente a

O sistema esta implementado em linguagem @Iugao, do ponto de vista topol6gico e geométrico.

(conjuntamente com a biblioteca grafica OpenGL) com
interface gréfica em linguagem Tcl/Tk, em ambiente
UNIX.

Nesta fase inicial, para manipulacdo das superficie:
foi utilizada a estrutura de dados half-edge [Mantyla
(1988)] especifica para modelosanifold A malha 14
inicial necesséria para a minimizag&o deve ser fornecidi 1+ +f H
ao sistema via arquivo e pode ser ngalada de P o 2 T
diversas formas pelo proprio programa, a critério do _
usuario. O processo de minimizacdo é totalmente — = ) |
automatico, incluindo alteragdes topolégicas globais de I 4 .
superficie minimizada. P e in

A manipulacdo de modelomonmanifold (que

implica na utilizagdo de outra estrutura de dados) éfdgura7 - Geragéo da catendide instavel: superficie
minima com fronteira em dois circulos afastados.



A Figura 8 mostra o processo de geracdo dastema se baseia no algoritmo proposto recentemente
catendide instavel, sem remoc¢do de degenerag¢Bespdk Pinkall e Polthier que minimiza gradativamente a
partir do estagio 6 da figura, o método do gradientrea de uma superficie triangulada inicial dada,
conjugado deixou de convergir e foi substituido peleesolvendo, em cada iteragdo, um sistema linear de
método de eliminacao de Gauss. O processo revelou qudem n, onden é o total de pontos interiores da
pode, periodicamente, deixar de minimizar. triangulagéo.

Finalmente, a Figura 9 mostra a minimizacdo de um A principal contribuicdo deste trabalho € a inclusédo
cilindro cortado pela sua geratriz. A eliminacdo dee procedimentos topolégicos para remocdo de
algumas degeneracBes que surgem nas Ultimas etgpassiveis degeneragbes que possam ocorrer na
nao altera a topologia global da superficie. triangulagdo durante a minimizacéo, a fim de permitir a

utilizacdo do eficiente método do gradiente conjugado
(para minimizacéo de fun¢des) na resolucdo do sistema
| (i linear associado a cada iteragdo. Dessa forma, é possivel
P j também a alteracdo automatica da topologia global da
triangulagdo, tornando o processo de minimizagdo
completo e independente.

Novos objetivos incluem a manipulacdo de

. . . : e modelosnonmanifold(para lidar com um conjunto bem
f t maior de superficies minimas) e a gera¢do automatica de
A 1= T e uma malha inicial partindo de sua fronteira (para

solucionar o problema de Plateau na sua forma original).
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