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Abstract. This paper presents a new set membership classi�cation algorithm that can partition

the points of two intersecting non-manifoldsA and B in such a way that their Boolean combinations

can be readily computed. A concept of minimal embbedding space is used to ensure the consistent

point neighborhood classi�cation.

1 Introdu�c~ao

Opera�c~oes booleanas constituem uma das mais ver-

s�ateis ferramentas para modelar formas geom�etricas

complexas a partir de formas simples. O processo de

constru�c~ao com base nessas opera�c~oes se identi�ca

com v�arios processos f��sicos com os quais estamos fa-

miliarizados, tais como \retirar" um peda�co de uma

pe�ca para fazer um furo ou \encaixar" duas pe�cas

para formar uma terceira. Os algoritmos para ope-

ra�c~oes booleanas entre duas formas geom�etricas con-

sistem basicamente em determinar todas as poss��veis

interse�c~oes geom�etricas entre os v�ertices, as arestas

e as faces dessas formas e selecionar corretamente

os subconjuntos de pontos que devem fazer parte do

resultado.

Pode-se obter todas as poss��veis combina�c~oes

booleanas de dois objetos A e B, se os pontos de A

forem particionados em rela�c~ao a B em quatro sub-

conjuntos disjuntos - os pontos de A exterior a B, os

pontos de B exterior a A, os pontos de A interior a

B e os pontos de B interior a A. Um procedimento

ou uma fun�c~ao que particiona os pontos de dois obje-

tos em subconjuntos, a partir dos quais obt�em-se as

poss��veis combina�c~oes booleanas, �e conhecido como

classi�ca�c~ao de pertinência dos pontos desses dois

objetos.

Como existem distintas formas equivalentes para

expressar uma combina�c~ao booleana em fun�c~ao dos

pontos interiores, de fronteira e complementares (ou

exteriores), o desenvolvimento de algoritmos de clas-

si�ca�c~ao �e intimamente ligado ao desenvolvimento

dos algoritmos de opera�c~oes booleanas. Os proce-

dimentos de classi�ca�c~ao tem sido propostos para

atender os requisitos particulares de cada conjunto

de operadores, que por sua vez s~ao dependentes do

dom��nio de objetos em considera�c~ao.

Originalmente, a proposta da classi�ca�c~ao de

pertinência [7] [8] �e de�nida em termos dos opera-

dores booleanos regularizados [9] para o dom��nio de

r-sets1. Para garantir que esses operadores sejam fe-

chados no dom��nio dos r-sets, foi mostrado que um

conjunto candidato deve ser particionado em sub-

conjuntos regularizados de pontos de fronteira, do

interior e do exterior em rela�c~ao ao conjunto de re-

ferência. Requicha e Voelcker [10] aplicaram tamb�em

este procedimento em algoritmos de merging e boun-

dary evaluation.

M�antyl�a [6] propôs um conjunto de opera�c~oes

booleanas fechadas sobre o dom��nio de objetos topo-

logicamente equivalentes a variedades bidimensionais

fechadas. Ele introduziu uma maneira de conside-

rar o \sobre-positivo" (ON+) e o \sobre-negativo"

(ON�) para tratar corretamente os pontos de fron-

teira coincidentes numa combina�c~ao booleana. Para

isso, foi utilizada a no�c~ao de pontos interiores e ex-

teriores de um objeto em rela�c~ao ao outro.

Gonzaga e Wu [2] propuseram um algoritmo pa-

ra opera�c~oes booleanas fechadas sobre o dom��nio de

objetos da NM-classe2. Foi mostrado que, neste caso,

pode-se tamb�em reduzir o problema de opera�c~oes bo-

oleanas em classi�ca�c~ao de pertinência. No entanto,

as fun�c~oes de classi�ca�c~ao propostas pelos trabalhos

anteriores n~ao se aplicam a esse prop�osito por dois

1Denota-se como o conjunto regularizado de um conjunto

o fecho dos pontos interiores deste conjunto. Um r-set �e
o conjunto que coincide com o seu conjunto regularizado
correspondente.

2Objetos represent�aveis pelos complexos celulares de at�e
dimens~ao três.
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motivos. O primeiro �e que os subconjuntos conside-

rados s~ao diferentes; e o segundo, o mais importante,

�e que, diferentemente das situa�c~oes j�a estudadas, o

espa�co de imers~ao dos pontos de um objeto da NM-

classe em rela�c~ao ao pr�oprio objeto pode ser distinto

do espa�co de imers~ao em rela�c~ao �a combina�c~ao boo-

leana deste objeto com um outro da NM-classe.

Este artigo sugere uma estrat�egia de classi�ca�c~ao

de pertinência para os pontos de dois objetos da NM-

classe. Mostramos que, com a utiliza�c~ao da no�c~ao

de espa�co de imers~ao m��nimo, o problema de classi-

�ca�c~ao se reduz a um problema de determina�c~ao do

tipo de vizinhan�ca dos pontos. Em rela�c~ao aos al-

goritmos de combina�c~oes booleanas existentes, antes

da classi�ca�c~ao de pertinência precisa-se fazer uma

classi�ca�c~ao da vizinhan�ca dos pontos em rela�c~ao ao

espa�co de imers~ao m��nimo, se a interse�c~ao envolve

objetos de dimens~ao distinta. Com isso, garante-se

a gera�c~ao de resultados corretos.

O artigo �e organizado em 7 se�c~oes. Na se�c~ao 2

s~ao apresentadas as de�ni�c~oes das opera�c~oes boo-

leanas fechadas sobre o dom��nio de objetos da NM-

classe em termos de 8 subconjuntos. Na se�c~ao 3 ser�a

introduzida a no�c~ao do espa�co de imers~ao m��nimo.

Na se�c~ao 4 mostraremos como pode ser feita a reclas-

si�ca�c~ao dos pontos a partir dos espa�cos de imers~ao

m��nimos para obter corretamente os subconjuntos

utilizados em combina�c~oes booleanas de�nidas de a-

cordo com [2]. A se�c~ao 5 descreve sucintamente uma

implementa�c~ao e alguns resultados s~ao apresentados

na se�c~ao 6. E, �nalmente, na se�c~ao 7 s~ao feitas algu-

mas considera�c~oes �nais.

2 Operadores Booleanos Fechados

O dom��nio de objetos que formam a NM-Classe con-

grega s�olidos, entidades desprovidas de volumes como

\cascas", curvas e pontos. Matematicamente, eles

podem ser modelados por complexos celulares de di-

mens~oes inferiores ou igual a três. Uma c�elula n-

dimensional, ou simplesmente uma c�elula-n, �e um

subconjunto do espa�co <n homeomorfo3 a uma bola

aberta n-dimensionalBn(p;R)4. Um complexo celu-

lar Cn de dimens~ao n �e uma cole�c~ao �nita de c�elulas

e�, com � 2 � = f0; 1; :::; ng, tal que [3, 4]:

1. Cn =
S
�2� e�

3Dois espa�cosM e N s~ao topologicamente equivalentes ou
homeomorfos, se e somente se, existe uma bije�c~ao cont��nua de
M para N cuja inversa �e tamb�em cont��nua[5].

4Sejam p um ponto em <
n e R > 0 um n�umero real.

De�ne-se como uma bola aberta Bn(p;R) de centro p e raio
R o conjunto dos pontos de <n cuja distância ao ponto p �e
menor do que R [4]. Particularmente, B1(p;R) e B2(p;R)
s~ao comumente conhecidas como intervalo e disco abertos,
respectivamente.

2. Se dim(e�)=k + 1 (� 2 �),

ent~ao ([e�]� e�) � Ck

3. ei \ ej = ;; i 6= j

Wu [11] implementou uma estrutura de dados

com uma interface funcional simples para manipu-

lar consistentemente esse dom��nio de objetos. Essa

estrutura de dados �e denominada Modelo de Dados

Topol�ogico, TDM.

Gonzaga e Wu [2] sugeriram uma forma de re-

presentar os operadores booleanos fechados sobre o

dom��nio dos objetos da NM-classe em fun�c~ao dos

operadores booleanos ordin�arios. Nesta se�c~ao s~ao

transcritos os principais resultados obtidos em [1],

usando as seguintes nota�c~oes:

� iA: conjunto de pontos do interior de A

� bA: conjunto de pontos de fronteira de A

� kA: fecho de A

O operador interse�c~ao fechado 
 para dois ob-

jetos A e B, obtido a partir do fecho do resultado da

interse�c~ao ordin�aria de A e de B, �e dado por:

A 
B = [(iA \ iB) [ (bA \ iB)] [

[(bB \ iA) [ (bB \ bA)] (1)

A uni~ao fechada � entre A e B, obtida a partir

do fecho do resultado da uni~ao ordin�aria de A e B,

�e dada por:

A�B = [(iA �B) [ (iB � A)] [

[(iA \ iB) [ (bA� B)] [

[(bA \ iB) [ (bB \ iA)] [

[(bB �A) [ (bA \ bB)] (2)

A diferen�ca fechada 	 entre A e B, obtida a

partir do fecho do resultado da diferen�ca ordin�aria

de A� B, �e dada por:

A	 B = [(iA� B) [ (bA �B)] [

[(iA \ bB) [ (bA \ bB)]� (3)

J�a que a diferen�ca n~ao �e comutativa, temos que

o fecho da diferen�ca ordin�aria de B � A pode ser

expresso por:

B 	A = [(iB �A) [ (bB � A)] [

[(iB \ bA) [ (bA \ bB)]� (4)
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As equa�c~oes (1), (2), (3) e (4) nos permitem

identi�car oito subconjuntos de pontos b�asicos para

determinar qualquer combina�c~ao booleana fechada.

Esses oito subconjuntos s~ao agrupados na Tabela 1.

Atribuimos a cada grupo um identi�cador para faci-

litar referências posteriores.

Grupo ID

iA \ iB 1

iA � B 2

iB � A 3

bA \ iB 4

bB \ iA 5

bA � B 6

bB � A 7

bA \ bB 8

(bA \ bB)� 8�

Tabela 1: Subconjuntos b�asicos para combina�c~oes

booleanas fechadas.

O subconjunto (bA\bB)� difere do subconjunto
(bA \ bB) no fato que ele s�o considera os pontos de

fronteira que tenham como vizinhan�ca os pontos per-

tencentes a um dos três primeiros subconjuntos que

aparecem nas equa�c~oes (3) e (4).

Para distinguir os 8 subconjuntos de pontos lis-

tados na Tabela 1 �e necess�ario distinguir os pontos

do interior e de fronteira de cada objeto. Para isso,

necessita-se classi�car a vizinhan�ca dos pontos. A

no�c~ao de vizinhan�ca �e uma no�c~ao relativa, isto �e, ela

diz respeito a um espa�co de ambiente (ou espa�co de

imers~ao). Por exemplo, um ponto sobre uma reta

tem como a vizinhan�ca um intervalo aberto nesta

reta; enquanto se o considerarmos sobre um plano

a vizinhan�ca ser�a um disco aberto. O algoritmo de

pertinência proposto pelo Tillove [7] [8] tem como

premissa que a vizinhan�ca de todos os pontos seja

topologicamente equivalente a uma bola tridimen-

sional aberta, uma vez que o dom��nio de objetos �e

constitu��do por r-sets. M�antyl�a [6], por outro lado,

trabalhou com a premissa que a vizinhan�ca de cada

ponto seja homeomorfa a um disco aberto, j�a que o

seu dom��nio cobria variedades bidimensionais fecha-

das.

No nosso caso, devido �a heterogeneidade das di-

mens~oes das componentes dos objetos, deparamos

com o problema de determinar um espa�co de imers~ao

conveniente para classi�car os pontos dos objetos

em considera�c~ao. Esse espa�co deve ser de�nido de

tal forma que possibilite uma classi�ca�c~ao re�nada

da vizinhan�ca dos pontos comuns aos objetos de di-

mens~oes distintas, procurando preservar a distin�c~ao

entre o interior e a fronteira. Isso facilita a �ltragem

topol�ogica no modelo que se resulta de uma opera�c~ao

booleana5.

3 Espa�co de Imers~ao M��nimo

Para nosso prop�osito introduzimos o conceito de

bola topol�ogica aberta. Entendemos como uma

bola topol�ogica aberta Bn(p) \centrado" em p um

conjunto de pontos no espa�co topologicamente equi-

valente a uma bola aberta Bn(p;R).

Sejam (W; � ) um espa�co topol�ogico6 e Bn(p) uma

bola topol�ogica aberta. A vizinhan�ca N (p; C) de

um ponto p em rela�c~ao a um complexo celular C

no espa�co (W; � ) �e dita:

� completa, se N (p; C) = Bn(p), ou seja, se p

pertence ao interior de C.

� nula, se N (p; C) = ;, ou seja, se p pertence ao

complemento de C.

� parcial, se N (p; C) 6= Bn(p) e N (p; C) 6= ;, ou
seja, se p pertence �a fronteira de C.

De acordo com essa de�ni�c~ao, Bn(p) desempe-

nha o papel de espa�co de imers~ao (local) do ponto

p 2 C. A princ��pio, n pode assumir qualquer va-

lor inteiro desde que Bn(p) cubra a vizinhan�ca de

interesse. No nosso caso, para evitar a \descarac-

teriza�c~ao" dos pontos interiores, tomamos o menor

valor inteiro m que satisfaz esta condi�c~ao. Bm(p) �e
chamada espa�co de imers~ao m��nimo (local) de p.

P

Q

S

V

Figura 1: Classi�ca�c~ao de vizinhan�ca em

rela�c~ao a um complexo celular.

Figura 1 ilustra as vizinhan�cas de alguns pontos

em rela�c~ao ao complexo celular Cf (uma superf��cie

com bordo). No caso, podemos tomar B2(p), 8p 2
Cf , para classi�car p. Assim, a vizinhan�ca N (P;Cf)

�e completa; as vizinhan�cas N (Q;Cf) e N (V;Cf ) s~ao

parciais e a vizinhan�ca N (S;Cf ) �e nula.

5Filtragem topol�ogica �e um procedimento que elimina re-
dundâncias de informa�c~oes geom�etricas atrav�es da exclus~ao de
entidades topol�ogicas.

6Um espa�co topol�ogico (W; �) �e um conjunto W provido
de uma topologia � [5].
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De forma an�aloga, ao considerarmos dois ou mais

complexos celulares, podemos determinar consisten-

temente a vizinhan�ca dos pontos em rela�c~ao a es-

tes complexos desde que sejam atribu��dos aos pontos

destes complexos o mesmo espa�co de imers~ao. Fi-

gura 2 ilustra a classi�ca�c~ao de vizinhan�ca dos pon-

tos P1, P2, P3 e P4 em rela�c~ao a dois complexos C1

e C2, considerando que o espa�co de imers~ao comum

aos dois seja B2(p), 8p 2 C1; C2.

4P

3P

(a)

P1

P2
(b)

N(P1,C1;R)

N(P1,C2;R)

N(P3,C2;R) N(P4,C2;R)

N(P2,C2;R)

N(P2,C1;R)

N(P4,C1;R)

N(P3,C1;R)

C1 C2

Figura 2: Classi�ca�c~ao de vizinhan�ca dos

pontos em rela�c~ao a dois complexos celu-

lares.

Quando as vizinhan�cas de um ponto p em

rela�c~ao a dois complexos celulares tiverem espa�cos

de imers~ao (locais) distintos, precisa-se \normalizar"

esses espa�cos de tal forma que as classi�ca�c~oes de vi-

zinhan�ca de p em rela�c~ao a ambos os complexos se-

jam consistentes. Normalizamos esses espa�cos com a

menor bola topol�ogica B�(p) que cubra a uni~ao das

vizinhan�cas de p. Esta bola �e denominada espa�co

de imers~ao m��nimo comum. Veremos a seguir

que essa normaliza�c~ao pode ser feita com base na

classi�ca�c~ao de vizinhan�ca dos pontos em rela�c~ao a

cada complexo ao qual eles fazem parte individual-

mente.

Consideremos duas c�elulas A e B de dimens~ao

at�e dois (v�ertices, arestas ou faces), cujos pontos fo-

ram devidamente classi�cados em rela�c~ao a dois com-

plexos celulares, CA e CB, aos quais elas fazem parte.

Se essas duas c�elulas se interceptam em um ponto p,

distinguem-se basicamente três situa�c~oes quanto �a

rela�c~ao de pertinência entre as vizinhan�cas N (p; CA)

e N (p; CB) classi�cadas, respectivamente, conforme

os espa�cos de imers~ao Bk(p) e Bl(p):

1. A vizinhan�ca N (p; CA) est�a contida em

N (p; CB), ou vice-versa: Considera-se como a

dimens~ao do espa�co de imers~ao m��nimo comum

maxfk; lg. As Figuras 3.(a,b) mostram duas

c�elulas que se sobrep~oem. Na Figura 3.(a) s~ao

apresentadas duas curvas cujos pontos p s~ao

classi�cados na base de B1(p); portanto, a di-

mens~ao do espa�co de imers~ao m��nimo comum �e

1. Enquanto na Figura 3.(b) os pontos p das

c�elulas s~ao classi�cadas com base em B1(p); po-
risso, a dimens~ao do espa�co de imers~ao m��nimo

comum �e 2. Na Fig 3.(c) um segmento (cujos

pontos p tem como o espa�co de imers~ao m��nimo

B1(p)) intercepta com o bordo de um pol��gono

(cujos pontos p classi�cados de acordo com o

espa�co de imers~ao B2(p)); ent~ao, o espa�co de

imers~ao m��nimo comum a duas c�elulas �e 2. Fi-

nalmente, na Figura 3.(d) uma curva intercepta

com o interior de um pol��gono; segue-se que a

dimens~ao do espa�co de imers~ao m��nimo comum

�e 2.

R2

2R

2R

R

(b)(a)

(c)

(d)

Figura 3: Espa�cos de imers~ao m��nimopara

vizinhan�cas sobrepostas.

2. As vizinhan�cas N (p; CA) e N (p; CB) s~ao parciais

e disjuntas: Considera-se como a dimens~ao do

espa�co de imers~ao m��nimo comum a dimens~ao

da menor bola topol�ogica Bj(p) que inclui tanto
os pontos de N (p; CA) quanto os pontos de

N (p; CB). Em modelagens restritas a <3, pode-

se mostrar que a dimens~ao do espa�co de imers~ao

m��nimo comum �e sempre maxfk; lg. A Fi-

gura 4(a) ilustra a interse�c~ao de uma curva e um

pol��gono num ponto p. Em rela�c~ao ao pol��gono,

este ponto tem como espa�co de imers~ao m��nimo

B2(p); e em rela�c~ao �a curva, o espa�co B1(p);
ent~ao, a dimens~ao do espa�co de imers~ao m��nimo

comum �e 2. Caso dois pol��gonos se interceptam

num segmento (Figura 4.(b)), este segmento tem
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vizinhan�cas homeomorfas a \semi-discos"; por-

tanto, a dimens~ao do espa�co de imers~ao m��nimo

�e tamb�em 2. Na Figura 4.(c) �e apresentado o

caso de interse�c~ao de duas curvas num ponto ex-

tremo p, cujo espa�c de imers~ao m��nimo �e B1(p);
segue-se que o espa�co de imers~aom��nimocomum

�e 1.

(a)

(b) (c)

Figura 4: Espa�cos de imers~aom��nimopara

pontos com vizinhan�cas parciais.

3. As vizinhan�cas N (p; CA) e N (p; CB) s~ao disjun-

tas e uma delas �e completa: Como no caso ante-

rior, considera-se como a dimens~ao do espa�co de

imers~ao m��nimo comum a dimens~ao da menor

bola topol�ogica Bj(p) que inclui tanto os pon-

tos de N (p; CA) quanto os pontos de N (p; CB).

Em modelagens restritas a <3, pode-se mos-

trar que a dimens~ao do espa�co de imers~ao

m��nimo comum �e sempre (maxfk; lg+1). A Fi-

gura 5(a) apresenta a interse�c~ao de uma curva

e um pol��gono num ponto p. Em rela�c~ao ao

pol��gono este ponto �e classi�cado com base em

B2(p) e em rela�c~ao �a curva, B1(p); ent~ao, a di-

mens~ao do espa�co de imers~ao m��nimo comum �e

3. Caso dois pol��gonos se interceptam num seg-

mento (Figura 5.(b)), os pontos deste segmento

s~ao ambos classi�cados em rela�c~ao a uma bola

topol�ogica bidimensional; assim, a dimens~ao do

espa�co de imers~ao m��nimo �e tamb�em 3. Na Fi-

gura 5.(c) temos a interse�c~ao de duas curvas

num ponto, cujas vizinhan�cas s~ao classi�cadas

de acordo com a bola topol�ogica unidimensio-

nal; portanto, a dimens~ao do espa�co de imers~ao

m��nimo comum �e 2.

Ressaltamos aqui que, por quest~ao de consistên-

cia, ao alterarmos o espa�co de imers~ao dos pontos de

3R

(b)

3R

(a)

2R

(c)

Figura 5: Espa�cos de imers~ao m��nimopara

vizinhan�cas disjuntas, sendo uma delas

completa.

uma c�elula, precisamos reclassi�car todas as c�elulas

vizinhas recursivamente at�e que n~ao haja ambigui-

dade na distin�c~ao entre os pontos de fronteira e os

pontos do interior para o operador fecho.

4 Fun�c~ao de Classi�ca�c~ao de Pertinência

Dados dois objetos A e B da NM-classe. Se determi-

narmos os pontos de interse�c~ao e reclassi�carmos as

vizinhan�cas dos pontos de A e B em fun�c~ao destes

pontos de interse�c~ao de acordo com o algoritmo dado

na se�c~ao 3, podemos particion�a-los em 8 subconjun-

tos de pontos listados na Tabela 1. Nesta se�c~ao �e

apresentado um procedimento de parti�c~ao ou uma

fun�c~ao de classi�ca�c~ao de pertinência.

Uma an�alise r�apida aos tipos de pontos existen-

tes em cada subconjunto listado na Tabela 1 nos leva

a concluir que a parti�c~ao, em termos do tipo de vi-

zinhan�ca, deve ser feita de acordo com os seguintes

crit�erios:

� subconjunto 1: os pontos que tenham a vizi-

nhan�ca completa em rela�c~ao a A e em rela�c~ao a

B.

� subconjunto 2: os pontos que tenham a vizi-

nhan�ca completa em rela�c~ao a A e a vizinhan�ca

nula em rela�c~ao a B.

� subconjunto 3: os pontos que tenham a vizi-

nhan�ca completa em rela�c~ao a B e a vizinhan�ca

nula em rela�c~ao a A.
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� subconjunto 4: os pontos que tenham a vizi-

nhan�ca parcial em rela�c~ao a A e a vizinhan�ca

completa em rela�c~ao a B.

� subconjunto 5: os pontos que tenham a vizi-

nhan�ca parcial em rela�c~ao a B e a vizinhan�ca

completa em rela�c~ao a A.

� subconjunto 6: os pontos que tenham a vizi-

nhan�ca parcial em rela�c~ao a A e a vizinhan�ca

nula em rela�c~ao a B.

� subconjunto 7: os pontos que tenham a vizi-

nhan�ca parcial em rela�c~ao a B e a vizinhan�ca

nula em rela�c~ao a A.

� subconjunto 8: os pontos que tenham a vizi-

nhan�ca parcial em rela�c~ao a A e a vizinhan�ca

parcial em rela�c~ao a B.

Como o subconjunto (bA \ bB)� �e de�nido em

fun�c~ao dos subconjuntos 2, 5 e 6 para (A 	 B), e

em fun�c~ao dos subconjuntos 3, 4 e 7 para (B 	 A),

podemos considerar que, tendo esses 8 subconjuntos

identi�cados, gera-se qualquer combina�c~ao booleana

entre A e B. Se a opera�c~ao for diferen�ca fechada,

basta aplicar o operador fecho sobre os subconjuntos

2, 5 e 6 para obter (bA\ bB)� no lugar de (bA\ bB).
Figura 6 exempli�ca a identi�ca�c~ao das c�elulas

que se resultaram da interse�c~ao entre uma superf��cie

e uma curva de acordo com os grupos listados na

Tabela 1.

2

2

5

5

6

6

6

6

6
6

7

7

8

8

Figura 6: Identi�ca�c~ao de subconjuntos

conforme a Tabela 1.

5 Uma Implementa�c~ao

Para testar o algoritmo apresentado neste artigo, �e

necess�ario dispor de fun�c~oes de interse�c~ao entre as

formas geom�etricas. No in��cio deste trabalho s�o ti-

nhamos fun�c~oes de interse�c~ao para formas geom�etricas

simples - pol��gonos, segmentos de reta e pontos no <3

- no nosso laborat�orio. Como o objetivo deste tra-

balho �e prover um procedimento para classi�ca�c~ao

de pertinência dos pontos de dois objetos da NM-

classe que se interceptam, e n~ao um algoritmo de in-

terse�c~ao, decidimos implementar o nosso algoritmo

em fun�c~ao dos algoritmos j�a implementados.

Para processar corretamente os s�olidos maci�cos

e as cascas fechadas que coexistem no dom��nio de ob-

jetos da NM-classe, decidimos ainda introduzir uma

segunda reclassi�ca�c~ao da vizinhan�ca dos pontos no

lugar da implementa�c~ao de novas fun�c~oes para com-

putar a interse�c~ao entre os pontos de uma c�elula de

dimens~ao três com outras c�elulas. Com isso, a in-

terse�c~ao entre um s�olido e um objeto �e calculada

indiretamente atrav�es da interse�c~ao da sua \casca

envolt�oria" com o objeto. E, atrav�es da interse�c~ao

obtida, infere-se os pontos comuns com o interior do

s�olido. Por exemplo, a interse�c~ao de um segmento

com um cubo maci�co �e calculada atrav�es das in-

terse�c~oes deste segmento com as seis faces do cubo.

Se o resultado for dois pontos, sabe-se que um dos

três trechos do segmento coincide com o interior do

cubo. Para determinar este trecho, pode-se tomar

um ponto qualquer e veri�car a sua vizinhan�ca em

rela�c~ao ao s�olido.

Como resultado dessa decis~ao implementamos

um algoritmo com três m�odulos distintos conforme

mostra o 
uxograma na Figura 7.

INTERSEÇÃO GEOMÉTRICA

PRE-CLASSIFICAÇÃO

CLASSIFICAÇÃO LOCAL

CLASSIFICAÇÃO GLOBAL

Figura 7: Fluxograma de Classi�ca�c~ao.

O m�odulo de pr�e-classi�ca�c~ao classi�ca a vizi-

nhan�ca dos pontos de cada c�elula levando em consi-

dera�c~ao do espa�co de imers~ao do complexo de c�elulas

ao qual ela faz parte. Por simplicidade, sem com-

prometer o resultado, consideramos como o espa�co

de imers~ao a pr�opria c�elula e que os dois complexos

sejam disjuntos. Assim as c�elulas recebem um dos

quatro seguintes identi�cadores da Tabela 1: 2, 3, 6
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e 7.

O m�odulo de classi�ca�c~ao local leva em consi-

dera�c~ao do espa�co de imers~ao m��nimo comum e re-

considera o tipo de vizinhan�ca atribu��do aos pontos

comuns aos dois complexos. Os pontos comuns s~ao

determinados pelo algoritmo de interse�c~ao. �A me-

dida que o tipo de vizinhan�ca for atualizado, atribui-

se ainda a esses pontos um identi�cador da Tabela 1

segundo os crit�erios descritos na se�c~ao 4. Nesta etapa,

�zemos uso da estrutura de dados TDM para facili-

tar a atualiza�c~ao recursiva do tipo de vizinhan�ca dos

pontos \vizinhos" dos pontos identi�cados e identi-

�c�a-los tamb�em com um dos r�otulos da Tabela 1.

O m�odulo de classi�ca�c~ao global s�o �e executado

se existir alguma c�elula de dimens~ao três. Ele de-

tecta os pontos comuns com as c�elulas de dimens~ao

três e faz uma segunda reclassi�ca�c~ao do tipo de vizi-

nhan�ca desses pontos. Simultâneamente s~ao atuali-

zados tamb�em os identi�cadores atribu��dos a esses

pontos pelo m�odulo de pr�e-classi�ca�c~ao ou classi-

�ca�c~ao local.

6 Resultados

Os resultados apresentados aqui s~ao provenientes de

opera�c~oes booleanas fechadas implementadas para o

sistema ProSIm7 com base no algoritmo de classi-

�ca�c~ao de pertinência apresentado.

A Figura 8 mostra a opera�c~ao booleana entre

duas faces planares no espa�co.

A Figura 9 mostra a opera�c~ao booleana entre

duas faces perpendiculares a uma superf��cie com-

posta de duas faces.

Observe que os resultados gerados s~ao v�alidos

para o dom��nio de objetos da NM-classe.

7 Considera�c~oes Finais

A principal contribui�c~ao deste trabalho �e o uso da

no�c~ao de espa�co de imers~ao m��nimo para classi�car

corretamente o tipo de vizinhan�ca dos pontos co-

muns a objetos de dimens~ao distinta. Com isso, foi

poss��vel utilizar o mesmo padr~ao de algoritmos de

combina�c~oes boolenas existentes, cujo maior trunfo

�e a redu�c~ao de um problema complexo em um pro-

blema local de determina�c~ao do tipo de vizinhan�ca

dos pontos.

O procedimento de classi�ca�c~ao de pertinência

proposto n~ao �e s�o um mecanismo e�ciente na imple-

menta�c~ao dos operadores booleanos fechados sobre

os objetos da NM-classe como mostrado neste traba-

lho. Ele �e tamb�em �util para quaisquer problemas que

possam ser reduzidos ao problema de classi�ca�c~ao de

7ProSIm�e um sistema para prototipa�c~ao e s��ntese de ima-
gens desenvolvido pelo DCA/FEEC/UNICAMP

Figura 8: Combina�c~oes booleanas fecha-

das entre duas faces planares.

Figura 9: Combina�c~oes booleanas fecha-

das entre quatro faces.

Anais do IX SIBGRAPI, outubro de 1996



166 Wu, S.T e Silveira Jr,L.G.

pertinência como o problema de dete�c~ao de colis~ao

entre os objetos da NM-classe.

O algoritmoproposto viabiliza ainda a concep�c~ao

de algoritmos de opera�c~ao booleana interativos, por-

que ele particiona indistintamente todos os pontos

dos dois objetos que se interceptam. A partir dos

subconjuntos obtidos �e poss��vel computar todas as

poss��veis combina�c~oes booleanas. Podemos, portanto,

oferecer por exemplo ao usu�ario a facilidade de veri-

�car essas possibilidades sem maior custo computa-

cional.

A fun�c~ao de classi�ca�c~ao de pertinência foi im-

plementada para processar pontos, segmentos e po-

l��gonos. Est�a em fase de desenvolvimento um al-

goritmo de interse�c~ao para superf��cies racionais no

nosso laborat�orio. Pretende-se, como um dos futuros

trabalhos, a inclus~ao dessas superf��cies no dom��nio

dos nossos objetos da NM-classe.
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