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RESUMO - E bastante conhecida a interpolacéio de curvas pelo método spline
cibico. Este artigo apresenta uma generalizagfio da interpolagdo de curvas
e superficies por splines de grau arbitrario usando a base B-spline.
Semelhante ao spline cubico, pelo método proposto consegue-se um elevado
grau de continuidade das derivadas nas Jjungdes dos polinémios.

1. INTRODUGAD

Os métodos de interpolagfio sfio utilizados quando se deseja que a
curva (ou a superficie) passe pelos pontos dados. Varios métodos tém sido
desenvolvidos, dentre os quais podem-se citar: o de "parabolic blending”
(Overhauser, 1868), o de Akima (Akima, 1974) , o de Hermite (Kochanet &
Barters, 1984), o de Catmull-Rom (Catmull & Rom, 1974) eo spline cibico
(Rogers, 1976). Desses, a curva obtida pelo método spline cibico atende a
definigfo matematica da curva spline, ou seja, ser formada por pedagos de
polinémios de grau k com' continuidade de derivadas de ordem k-1 nas
Jungdes entre os segmentos. O método B-spline pode atender a definigdo
acima, porém nfo é um método de interpolagéo.

Talvez a mais bem conhecida técnica de interpolago de
superficies foi desenvolvida por Coons (Coons, 1967). Apesar de sua
formulag8io ser genérica, o seu uso pratico em ambientes CAD tem sido
limitado a de grau 3. Infelizmente, essa abordagem requer a especificacfio
de derivadas paramétricas, incluindo o intratiavel vetor de torgéo
(derivada mista).

Bezier (Bezier, 1972) introduziu um método que gera uma
superficie definida completamente por um conjunto de pontos de controle no
espago. Uma desvantagem desta abordagem é que o nuimero de pontos de
controle determina a ordem (grau do polinémio) da representagéo. Uma
representagdo com alto grau de polindmio requer um elevado numero de
cédlculos, além disso, o controle do formato da superficie torna-se mais
difficil. Geralmenie, a superficie é representada pela Jjungfio de pequenos
pedagos de superficies de determinada ordem. Manter a continuidade das
derivadas nas Jun¢6es interativamente é trabalhosa. Este problema pode ser
evitado com o uso de superficies B-splines. A formulagdo B-spline é uma
generalizagsio da de Bezier, com a possibilidade da escolha do grau do
polinbmio e com a vantagem de possulir controle local. Assim como a
superficie de Bezier, a superficle B-spline nfo interpola a matriz de
pontos fornecida.

Neste trabalho utiliza-se a base B-spline para a interpolagéo de
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curvas e superficies, generalizando a interpolagdo por splines de grau
arbitrario. E tratada a interpolagiio de curvas (e superficies) abertas e
fechadas. Uma das aplicagBes ¢ a técnica denominada “"skinning (lofting)"
para geragédo de superficies por interpolagio de uma familia de curvas,
presente em ambientes de CAD sofisticados.

2. B_SPLINES

A formulag@o B-spline deve-se a de Boor (de Boor, 1972), Gordon
e Riesenfeld (Gordon e Riesenfeld, 1874) e outros. Uma curva paramétrica
B-spline de ordem k é uma curva polinomial por pedagos dada por :

n
s(u) = % dNKw) (1)
i=0

onde di (i=0,..,n) s@o os pontos de controle, Nik(u) sdo denominados
fungdes de base e dados pela relagio de recorréncia:

. 1, seu e [ui,uiﬂl
Ni {u)=| 0, caso contrario.
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com 0/0=0 se uSug, ..
u é denominado vetor nodal, com indices 1i=-k,..,m+k, e o intervalo
[ui,u ] (i1=0,..,m-1) define o dominio dos pedagos do polinémio. Para

i+1
curvas abertas m vale n-k+1 e para curvas fechadas, m vale n+l.

Para um espagamento de nés uniforme e com valores inteiros, o
parametro u val de 0 a n-k+1 para curvas abertas e, de 0 a n+l para as
curvas fechadas. No caso de curvas abertas, para forga-las a passarem
pelos pontos extremos, usa-se k nés miltiplos nas extremidades do vetor
nodal, por exemplo, para n=4 e k=3, o vetor nodal seria [0,0,0,0,1,2,2,2,
2], se a curva fosse fechada, seria u=[-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,9]. O
intervalo [0,1] define um segmento de polindmio e o intervalo [1,2] define
um outro, em cuja Jjungdo sf@o continuas as derivadas de ordem até k-1. A
ordem de continuidade numa Jjungfio pode ser diminuida impondo-se nés
maltiplos us=u L.

Na avaliagdo da equag@io (1) somente k+1 fungdes de base s@o nfo
nulos, ou seja, um ponto da curva é influenciado por k+1 pontos de
controle, o que da a propriedade de controle local.

A superficie B-spline & definida pelo produto tensor de curvas
B-spline:

mn

S(u,v) = £ T d N N%Ww) 2)
i=0j=¢ '} 1 J

As propriedades das curvas B-splines devem ser estendidas para
as superficies.
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3. Interpolagdo de Curvas

Dado um conjunto de pontos e escolhido o grau do polinémio, o
aspecto de uma curva B-spline depende alnda da escolha dos valores do
vetor nodal. A curva obtida por interpolagéo usando B-spline ¢é também
sensivel a este fato.

0 problema da interpolagBio pelo método B-spline & obter os
pontos de controle de uma curva B-spline que passa por um conjunto de
pontos fornecidos. Discute-se a seguir algumas abordagens para a solugdo
do problema.

Dado um conjunto de pontos Pi (i=0,..,m), uma das abordagens
usada (Woodward, 1988) & resolver o sistema de equagdes:

n
= k = ‘
s(uj) _Eodi“‘ (“j)"P] J=0,..,m (3)

Para curvas fechadas, os pontos de controle sfo ldentificados de
forma circular, com isso o nGmero de equagdes colincide com o nimero de
pontos de controle a serem determinados.

No caso de curvas abertas, existem mt+l equagdes e & necessério
obter n=m+k pontos de controle. O sistema deve ser, ent&io, completado por
k-1 equagles. Geralmente, o sistema é completado por algumas condigdes de
contorno, tals como derivadas e curvaturas. Por exemplo, para o grau 3,
bastam as condigdes de tangéncia (derivada primeira) nas extremidades.
Para graus malores, & necessario especificar (ou estimar) derivadas mais
elevadas de significados praticos dificeis.

Como a parametrizagfio pelo comprimento de arco & computacional-
mente caro, é comum a parametrizagfio em fungSo da distancia entre dois
pontos consecutivos para se obter uma curva ‘coerente com a distribuigso
dos pontos. Para utllizar esta abordagem deve-se escolher o vetor nodal em
fungéo da soma acumulada das distancias entre dois pontoé consecutivos.

Para contornar as dificuldades referentes &s condigdes de
contorno, serd usada uma outra abordagem: assoclar a cada ponto base P'.
agora 1 de 0 a n, um valor de parametro ti’ usando em principio um
espagamento uniforme para o vetor nodal, e resolver o sistema de n+l

equagdes:
n
= k =
s(tj) —Eo 4,N, (tj)--l“l J=0,..,n (1)

Pode-se escolher os par&metros t' com espaGamento uniforme ou
segundo a distaAncia acumulada entre os pontos para se obter um melhor
aspecto da curva (fig.1). No caso de curvas abertas, algumas condigdes de
contornos nas extremidades podem ser acrescentadas, a4 semelhanga da
abordagem anterior, com a vantagem de n&o requerer k-1 condigdes.

As resolugSes dos sistemas (3) e (4) podem ser feitas pelo
método de Gauss. Como cada equagBo tem apenas k+l termos n&o nulos, a
triangularizagdo pode ser otimizada evitando calculos com os termos nulos.
Usando a parametrizagfio pela distancia acumulada para ti e o espagamento
uniforme para u, a resolugdo do sistema por Gauss pode falhar quando a
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distribuiciio dos pontos é bastante irregular e as distancias relatlvas séo
desproporcionais. Fste problema pode ser contornado escolhendo valores de
u,, ndo uniformes, préximo de alguns ti’ por exemplo pela média dos k t'
mals préximos.

A figura 2 mostra as diferentes curvas obtidas a partir de um
mesmo conjunto de pontos. Todas as curvas tem o mesmo vetor nodal e mesmo
grau (3). Na curva a foi usada o espagamento uniforme para o parémetro t,,
na curva b, o parametro ti é tomado segundo a distancia acumulada entre os
pontos e na curva ¢ é feito um melhoramento no formato da curva b
acrescentando um vetor tangente na diregfo vertical em cada extremidade.

A figura 3 mostra diferentes curvas splines obtidas a partir de
um mesmo conjunto de pontos variando o grau da curva.

b 3O O+ o—=d -+ u

Figura 1. Interpolagéo de curvas por B-splines.

b

Figura 2. Interpolagfio por splines de grau 3: (a) parametrizagio uniforme
(b) parametrizacdo segundo a distancia acumulada e (c)modificacio da curva
b pela introdugdo de vetores tangentes verticais.
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C,. = 'E d.. NX%u) i=0 m
ii j=o0 ij i i rereT
A figura 4 ilustra o processo.

No processo de Iinterpolagiio de superficies, uma familia de
curvas isoparamétricas & obtida para dar origem aos pontos- de controle da
superficie. Ao invés da superficie originar-se de uma matriz de pontos,
ela poderia ser interpolada diretamente de uma familia de curvas
construida interativamente. Este método ¢é tradicinalmente chamado de
"lofting", recentemente denominado “skinning".

Pode-se interpolar curvas com numero de pontos de controle
diferentes. E necesséario igualar o ntmero de pontos através de insergéo de
nés, usando, por exemplo, o algoritmo de Boehm (Bsehm, 18980). Os vetores
nodais das curvas das secgles devem ser iguais, o que pode ser conseguido
através da insergdo de nés.

a)

b)
Figura 4. Interpolagiio de superficies a) Interpolagdo de curvas
isoparamétricas-b) Determinagfo dos pontos de controle da superficie.
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Para tornar o método ultilizavel em amblientes CAD, deve ser
resolvido o problema de definig8o interativa de curvas no espago. A
definigéio de uma curva inicial em um plano daria uma vis&o melhor ao
usuario. Uma técnica utilizada para gular as secgdes da superficie para o
espago 3D é fazé-las acompanhar uma curva "spine" (espinha dorsal). Séo
utilizadas transformagdes de rotag8o e translagfo baseadas em um ponto da
curva (ponto de alinhamento) e a sua tangente (normal ao plano). Os planos
definidos sfio alinhados baseados em um dos eixos x y z. A interpolaciio de
superficie & feita antes da transformagio de acompanhamento da curva
"spine”. O método & discutido detalhadamente em Woodward (Woodward, 1988).

A figura 5 exemplifica a técnica "skinning". A figura a mostra
as curvas das secgdes, obtidas por interpolagiio, e a curva "spine“. A
figura b mostra o alinhamento das secgdes no eixo z, a interpolagio de
superficie se d4 nesta situagéio. As figuras ¢ e d mostram as curvas
isoparamétricas das superficles.

5. CONCLUSOES

0 método aqui apresentado generaliza a interpolagéo por curvas
splines, amplamente divulgada apenas usando o grau 3 (spline ciubico). A
continuidade de derivadas da definigfio de curvas splines é conseguida em
razfo .de gerar curvas B-splines com estas caracteristicas. A abordagem
apresentada possibilita a interpolagfio de curvas sem a necessidade de
fornecer condi¢des de contorno nas extremidades.

A interpolagfio de superficies usando B-spline possibilita obter
superficies com alto grau de continuidade de derivadas.
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Figura 5. Interpolagfio de superficies pela técnica "skinning": (a) curvas
das secgles e a curva ‘"spine" (b) alinhamentos das sec¢Bes para
interpolagdio (c) curvas isoparamétricas transladadas segundo a curva
"spine" e (d) curvas isoparamétricas com u constante e com v constante.
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