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Abstract—This work explores the use of superellipses for
representing various geometrical shapes of grains. A methodology
is proposed for collision detection based on quadtrees and interval
arithmetic. We also propose a projection method for handling
collisions using relaxation for simulating particles of different
shapes.
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Resumo—Este trabalho explora a utilizacido de superelipses
para a representacio de variadas formas geométricas de grios.
E proposta uma metodologia para deteccao de colisao baseada em
quadtree e aritmética intervalar. Também ¢ proposto um método
de projecao para o tratamento das colisdes usando relaxacao
para simulacdo de particulas com formas variadas.
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I. INTRODUCAO

Este traballho foi motivado pelo artigo “An investigation and
optimization of the ‘OLDS’ elevator using Discrete Element
Modeling” [1] que usa o método DEM (Discrete Element
Method) para simulag@o de graos, modelando particulas como
superquddricas [2]].

Superquédricas sdo uma familia de formas geométricas
definidas por férmulas que se assemelham as de elipséides
e de outras quédricas:
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A Fig. [T] mostra exemplos de superquidricas, em que
r=s=c¢¢ et=eco.

Fig. 1.

Exemplos de superquddricas [3]

A fim de encontrar uma forma eficiente e correta do calculo
da colisdo entre superquddricas, investigamos neste trabalho
o problema em duas dimensdes, adotando técnicas que sdo
também aplicaveis a superficies 3D. Nesse caso, os objetos
que vamos simular tem a forma de uma superelipse sé6lida [4].
Na sua forma mais simples (centrada na origem e com 0s €ixos
paralelos aos eixos coordenados) uma superelipse é dada pelo
conjunto de todos os pontos (x, y) tais que h(z,y) < 1, onde:t
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Nessa expressio, s, € o semi-eixo horizontal, s, € 0 semi-eixo
vertical e os expoentes e, € e, controlam o quédo arredondada
€ a superelipse. Por exemplo, quando e, = e, = 2, a equagio
h(z,y) = 1 define uma elipse, que é um circulo quando
Sy = Sy.

Vamos considerar a forma mais geral que inclui uma
translacéio da origem para o seu centro (g, yo) € uma rotagéo
de angulo 6. Portanto, as superelipses que vamos considerar

sdo dadas por f(z,y) <1, onde
—sina
cos o
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¢ a matriz de rota¢do de angulo a.

A proposta deste trabalho ¢é utilizar as superelipses para re-
presentar diversas formas geométricas de graos. A partir dessa
representacdo, simulamos particulas com formas variadas.
Para a simulacdo, € necessdrio detectar a colis@o entre essas
particulas. Para isso, utilizamos decomposi¢cdes em quadtree e
aritmética intervalar (Se¢ao [[I)) para garantir a detecc¢@o robusta
da colisdo. Para o tratamento de colisdo, usamos um método
de projecdo (Segao [II).

II. QUADTREE
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Para detectar a colis@o entre duas superelipses, utilizamos
quadtree com a aritmética intervalar [5]], [6]. Esse método per-
mite detectar a colisdo entre quaisquer superficies implicitas.

Quadtree [7] ¢ um método para particionar um espago
bidimensional pela divisdo recursiva e adaptativa desse espaco
em quatro quadrantes. Neste trabalho, usamos quadtree para
detectar a colisdo entre superelipses.

Para utilizarmos esse método, primeiro classificamos cada
quadrante em relagdo a cada objeto (dentro, fora e na fron-
teira). Para realizar essa classificacdo, calculamos (veja a



Secdo um intervalo [a,b] dos valores que a fungdo
f(z,y), que determina o objeto, assume no quadrante:
1) Se a > 0, o intervalo é todo positivo e o quadrante estd
fora do objeto.
2) Se b < 0, o intervalo é todo negativo e o quadrante esta
dentro do objeto.
3) Caso contrario, o quadrante estd na fronteira do objeto.

Em seguida, utilizamos essa classifica¢do para classificar o
quadrante em relacdo a colisdo de dois objetos:

1) Se um quadrante estiver fora de um dos objetos, entdo a
colisdo ndo acontece dentro desse quadrante e ele pode
ser descartado.

2) Se um quadrante estiver dentro de ambos os objetos,
entdo esse quadrante faz parte da colisdo e ndo precisa
ser refinado.

3) Se um quadrante estiver na fronteira de algum objeto e
ainda ndo foi descartado, refinamos o quadrante.

O processo de refinamento recursivo termina ao atingir a
precisdo escolhida pelo usudrio.

A vantagem do método da quadtree é que ele detecta
a colisdo de quaisquer duas superelipses de forma robusta,
concentrando o esforco na regido de penetracdo. Note nas
Fig.[2|e Fig.|3| que o refinamento se d4 em direc@o aos trechos
das fronteiras na 4rea de colisdo. Além disso o método da
quadtree pode ser facilmente estendido para calcular colisdo
entre outras formas definidas implicitamente. Por essas razdes
o método da quadtree foi o método escolhido neste trabalho.

Exemplo 1:
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O centro da segunda equagdo varia na Fig. [2]
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Fig. 2. Testando colisdo entre circulos usando a quadtree

Exemplo 2:
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O centro da segunda equagdo varia na Fig. [3]
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Fig. 3. Testando colisdo entre outras superelipses usando a quadtree

A. Avaliacdo Intervalar

Para a classificagdo dos quadrantes, usamos a aritmética
intervalar [8]] para calcular um intervalo [a, b] dos valores que
a fungdo f(z,y) assume no quadrante [z1, Z2] X [y1,y2].

Quando ndo hd rotacdo, a equagdo que define a superelipse €
suficientemente simples para que possamos calcular o intervalo
[a,b] exatamente.

De fato, queremos calcular o intervalo [a,b] que contém
todos os valores de
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para (z,y) € [z1,22] X [y1,y2].
Inicialmente, queremos calcular o intervalo [a,,b,] que

€
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contém todos os valores de quando x € [z1,z3].

Isso € feito em trés passos.
1) Temos
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3) Finalmente,

[t5, 5], set; >0
IH° € [ag,ba] = { [(=t2)%, (—t1)¢],  se ta <0
[O,max(—t1,t2)e], se t] < 0< to

Do mesmo modo, obtemos o intervalo [a,, b,] que contém

e |EY
todos os valores de ‘%‘ quando y € [y1,y2].
Finalmente, o intervalo que procuramos é dado por

la,b] = [az + ay — 1,b; + by, — 1]

Quando h4 rotagdo, calculamos a caixa envolvente do qua-
drante [x1, 2] X [y1, y2] apds a rotagdo de Angulo —6 e usamos
essa caixa envolvente no célculo anterior.

B. Rendering

O esquema de classificagdo de quadrantes em relacdo a um
objeto € usado também para desenhar o objeto. Os quadrantes
classificados como totalmente fora do objeto ndo sdo pintados.
Os quadrantes classificados como totalmente dentro do objeto
s@o pintados com a cor do objeto. Os quadrantes classificados
como borda no fim da decomposicdo sdo pintados com uma
mistura da cor do fundo e da cor do objeto. Essa mistura é
uma interpolacdo linear dessas duas cores cujo parametro é
calculado dividindo o quadrante em quatro partes e classifi-
cando essas partes como dentro, fora e na borda do objeto.
Esse esquema gera bordas suaves (anti-aliasing).

III. SIMULACAO FisiCA

Utilizando o método de detecgdo de colisdo descrito acima,
fizemos uma simulag@o fisica de particulas caindo em uma
caixa. A cena é composta por uma caixa aberta e varios objetos
em forma de superelipses dentro dela. Assim que a simulacio
comega, 0os objetos vao surgindo no topo e ao longo do tempo
vao caindo até colidirem com o fundo da caixa, com as paredes
ou com outros objetos.

Para simular a fisica utilizamos a integra¢do de Verlet [9]:

2
Xi+1 = X + (1 — 6)(Xl — Xi_l) + Ef

onde
e x € a posi¢do do objeto;
e 0 € o coeficiente de viscosidade;
e h é o passo de integragdo do método;
« m € a massa do objeto;
o f & a resultante das forcas que atuam no objeto.

Nessa simulagdo, a posi¢do do objeto € um ponto no plano,
tal que x = (z,y). Assim, na integragdo de Verlet temos,
em principio, que recalcular tanto a coordenada x quanto a
coordenada y.

O coeficiente de viscosidade § serve para amortecer a
simulacdo, evitando oscilacdes. Ele assume valores pequenos.
Utilizamos § = 0.1.

Quanto menor o passo de integracdo h, mais preciso &
o método; entretanto, a simulagdo fica mais lenta. Assim,

€ necessdrio encontrar um valor para h que forneca um
equilibrio entre a precisdo e a eficiéncia. Utilizamos i = 0.01.

Nessa simulacdo, ndo estamos considerando outras forgas,
apenas o peso. Pela Segunda Lei de Newton, temos que
f =m-(0,—g), onde g = 9.8 é a aceleracdo da gravidade.
Note também que f s6 tem componente na vertical e portanto
basta atualizar y na integracdo de Verlet.

Percebemos que m divide f na integracdo de Verlet. Assim,
como sé estamos considerando a for¢a de gravidade, o valor
da massa do objeto € irrelevante, pois sera cancelado com a
massa da equacdo da forga. Utilizamos m = 1.

A cada passo da simula¢do, para cada objeto, primeiro
atualizamos a posicdo do objeto pela integracdo de Verlet e
em seguida verificamos se o objeto colidiu com outro ou com
as paredes da caixa. Se ocorrer colisdo, a posi¢do do objeto
¢ atualizada. Para tratar a colisdo utilizamos o método de
proje¢do com relaxamento, como proposto por Jakobsen [9].
Isso é feito até que ndo ocorram mais colisdes ou até que o
nimero maximo de iteracdes pré-definido seja alcangado. O
algoritmo abaixo descreve esse processo:

while simulating do
for all objects do
object.position < verlet()
while inCollision or maxiter do
handleCollision()
end while
end for
end while

A fungdo handleCollision() verifica se ocorreu a colisdo
entre dois objetos ou entre um objeto e uma parede e atualiza
a posicdo do objeto.

A. Cdlculo da colisdo entre dois objetos

O calculo da colisdo entre dois objetos é feito avaliando
a colisdo do objeto ¢ com os préximos objetos iniciando de
j=1+1

Como realizar o calculo da colisdo € muito custoso, calcu-
lamos a caixa envolvente de cada objeto e verificamos se elas
se interceptam, como ilustrado na Fig. [ e na Fig. 3}

g

Fig. 4. Exemplos de superelipses e suas respectivas caixas envolventes



Como o objeto é representado por uma superelipse, o limite
da sua caixa € definido inicialmente pelos seus eixos vertical e
horizontal. Esse limite € atualizado apés o célculo de rotacdo
em relacdo ao centro da superelipse.

Assim, se as caixas envolventes ndo tiverem intersecdo,
entdo os objetos correspondentes ndo colidem. Se as caixas
envolventes tiverem intersecdo, o cdlculo da colisdo entre os
objetos (i.e., a construcdo da quadtree) € realizado apenas
dentro da intersecdo das caixas envolventes. Isso permite um
desempenho melhor do que se a colisdo fosse calculada em
uma caixa maior que essa. A Fig. 5] ilustra a caixa em que o
célculo da colisdo € feito.

Fig. 5. Exemplo de colisdo entre dois objetos

Embora esse método de colisdo considere um ndmero
quadritico de pares de objetos, ele s6 executa um nidmero
linear de calculos custosos. Como trabalho futuro, pode-se
empregar estruturas de aceleracio para detectar eficientemente
potenciais pares de objetos em colisdo (broad-phase).

Utilizamos o método descrito na Segdo [II] para detectar a
colisdo e, ao chegarmos na precisdo escolhida pelo usudrio,
determinamos o ponto de cada objeto que € mais interior
ao outro objeto. Para isso, encontramos o ponto médio que,
substituido na equagdo do outro objeto, resulta no menor valor.
(O interior de um objeto é formado pelos pontos nos quais o
valor da fung@o implicita associada ao objeto é negativo.)

Se conseguirmos encontrar esses dois pontos mais interiores
em cada objeto, podemos estimar a penetracdo. Seja A; o
ponto do objeto 1 que é mais interior ao objeto 2. Calculamos
Vf2(A1), onde fo é a fungdo que define o objeto 2, e
procuramos o ponto By onde a semi-reta de A; na dire¢do de
V f2(A1) cruza a fronteira do objeto 2. O vetor A; Bs estima
a penetracdo. O cdlculo inverso, utilizando o ponto As e a
fungdo f; para encontrar o vetor AsBj, é feito da mesma
forma.

Para estimarmos o ponto By, utilizamos o método da
bissecdo. Em poucos passos € possivel encontrar uma boa
aproximagdo para o ponto.

Na Fig. |6| podemos visualizar a estimativa dessa penetracao
e a direcdo de penetracio méaxima. Note que quando um
objeto passa do centro do outro, a direcdo de penetragdo estd

Fig. 6. Exemplo da estimativa de penetragdo

errada. Como na nossa simulacio isso ndo acontecerd pois a
penetragdo serd muito pequena, esse cdlculo funciona e é o
primeiro passo para calcular a dire¢cdo de deslocamento.

Utilizaremos, como exemplo, o vetor A; By para determinar
a nova posicdo do objeto 1 apds a colisdo, como ilustra a
Fig. [7] Para encontrar a nova posicdo do objeto 2 apds a
colisdo, utilizarfamos o vetor As B;. O objetivo é projetar os
objetos de forma que a interpenetracdo seja nula.

‘\\_Objeto

Fig. 7. Cilculo da dire¢do de deslocamento

Se a posi¢do atual do centro do objeto é (g, yo), entdo a
nova posi¢ao do centro é dada por (xg,y0) + 0.5 - dj, onde:
v-u ?
d“ = u, u = Al 5
uU-u
Se 6 € o angulo de rotacdo atual do objeto, entdo o novo

angulo de rotagdo é dado por  + 0.5 - tan~! (M) onde:

Tl
d, =d—d

—_—
v = AlBQ

e o sinal & € o sinal do produto vetorial d; x d|| no plano.



B. Cdlculo da colisdo entre um objeto e as paredes da caixa

O célculo da colisao entre um objeto e as paredes da caixa é
muito parecido com o cdlculo entre dois objetos. Nesse caso,
cada borda tem sua prépria equagdo implicita:

o Parede esquerda:

g(z,y) =z —rp

onde xp € a posi¢do da parede esquerda na Fig.
o Parede direita:

g(z,y) =2p —x

onde xR € a posicdo da parede direita na Fig. [}
o Chio:

9(z,y) =y —yc

onde y¢ € a posigdo do chdo na Fig. [§]

Nos trés casos, o interior da parede é dado implicitamente
por g(x,y) < 0. Essa formulagdo permite tratar paredes e
objetos uniformemente. Isso significa que o célculo da colisdo
€ 0 mesmo como descrito na Secdo exceto que nesse
caso ndo € necessdrio utilizar o método da bissecdo, pois as
paredes possuem equagdes simples.

A caixa envolvente do cilculo de colisdo entre um objeto e
uma parede também € mais simples. Ela ¢ a intersecdo da caixa
do objeto com a parede. Portanto, para a parede esquerda, a
caixa de colisdo tem T, = Tg; para a parede direita, a caixa
de colisdo tem z,,;, = xg; para o chio, a caixa de colisdo
tem Ymqee = Yo; como ilustra a Fig. @

.

Fig. 8. Exemplo de colisdo entre objetos e as paredes da caixa

IV. RESULTADOS

Para implementarmos a simulagfo, utilizamos a linguagem
C++ e a biblioteca grafica OpenGL.

As proximas figuras contem exemplos de diferentes
simula¢des conforme ocorrem mudangas nos parimetros da
equacdo da superelipse:
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Além desses parametros, cada superelipse tem uma rotacio
inicial aleatéria de dngulo € em torno do centro (zg,yo). O
refinamento da quadtree para quando o nivel 7 € atingido.

Em todas as simulacdes, o valor inicial da coordenada xg
é um valor aleatério entre os limites das duas paredes da
caixa e o valor inicial da coordenada ¥y € o topo da janela da
simulagdo.

A Fig. mostra a simulacdo de 35 circulos
(ez = ey = 2.0) com raios escolhidos aleatoriamente no
intervalo [0.3,0.7].

A Fig.[];f]mostra a simulacdo de 35 elipses (e, = ¢, = 2.0),
orientadas aleatoriamente e com eixos escolhidos aleatoria-
mente nos intervalos [0.1,0.8] e [0.1,0.9].

A Fig. [12] mostra a simulacdo de 40 superelipses
(e; = ey = 4.0), orientadas aleatoriamente € com e€ixos
escolhidos aleatoriamente nos intervalos [0.3,0.4] e [0.3,0.7].

A Fig. [13] mostra a simulagdo de 40 superelipses com e, e
e, escolhidos aleatoriamente no intervalo [0.5,4.0], orientadas
aleatoriamente e com eixos escolhidos aleatoriamente nos
intervalos [0.3,0.4] e [0.3,0.7].

A. Discussdo

Como as regides de potencial colisio tendem a ser
retangulos finos, a decomposi¢io usada no método de quadtree
¢ feita somente nas dimensdes maiores do que a tolerancia €
escolhida pelo usudrio, como ilustrado na Fig. E}

Embora a simulacdo reduza os testes de colisdes a um
nimero linear no nimero de objetos, esses testes ainda sdo
aonde a simulagdo gasta mais tempo. Assim, quanto maior
o nimero de objetos na cena, maior o tempo gasto a cada
iteracdo.

Supreendentemente, o uso da funcdo intrinseca pow(x,e),
que é crucial na definicdo da superelipse, é responsavel pela
maior parte do tempo gasto na simulacdo (conforme reportado
pela ferramenta de profiling Instruments no Mac OS X).
Obtivemos visivel melhora no desempenho substituindo a
funcao intrinseca pela nossa propria implementacdo que trata
explicitamente os casos e =1 e e = 2.

dx > € dx =g
dy > ¢ dy > ¢
dx > ¢
dy<e¢

Fig. 9. Subdivisdo retangular



Fig. 10. Simulacdo de colisdo entre circulos

Fig. 11. Simulagd@o de colis@o entre elipses
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Subdivisdo retangular

Fig. 13. Subdivisdo retangular

Por outro lado, testamos uma versdo do programa escrita
explicitamente para o caso particular de colisdo de circulos
usando o teste geométrico da distdncia entre os centros ser
menor que a soma dos raios em vez de aritmética intervalar.
Esse programa obteve um desempenho mais que 10 vezes me-
lhor. Isso nos motiva a trabalhar para melhorar o desempenho
da versao intervalar.

V. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho atingiu seu objetivo principal que era detectar
e calcular de forma eficaz a colisdo de superelipses. A esco-
lha da quadtree e o método para eliminar a interpenetracio
resultaram em simulac¢des coerentes.

A continuacdo natural deste trabalho é estendé-lo para
3D, adaptando todos os cdlculos para superquadricas. Para
isso € necessdrio desenvolver um modelo de colisdo que
trate a atualizacdo dos dois angulos de orientacdo do objeto.
Acreditamos que embora seja possivelmente trabalhoso, a
deteccdo e a simulagdo de superquidricas ndo sejam muito
mais complicadas do que a versdo em 2D tratada aqui, visto
que € simples mudar de quadtree para octree e mudar a
avaliacdo intervalar para trés varidveis.
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