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Abstract. We describe here a dynamic animation system for elastic bodies, based on a simplicial
finite element model with linear deformations but non-linear elastic forces.

1 Introducgao

Descrevemos aqui um sistema para animagao dina-
mica de corpos deforméveis elasticos [1], cujos aspec-
tos originais incluem o uso de forgas eldsticas nao-
lineares, e a derivacao das equagdes de movimento a
partir da férmula de Lagrange.

O sistema permite modelar objetos poliédricos,
de topologia e geometria arbitrarias, por meio de ele-
mentos finitos simpliciais de primeiro grau. Ou seja,
cada objeto é modelado por um conjunto de tetrae-
dros colados entre si; e a deformagao de cada tetra-
edro é restrita a uma transformacio afim do R3.

As propriedades mecanicas de cada tetraedro T
sao determinadas pela sua forma de repouso Ty (um
tetraedro no R?), e pelos coeficientes de elasticidade
e viscosidade do material.

2 Equagao do movimento

As equagoes de movimento do sistema sao obtidas da
férmula de Lagrange [2]
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onde g é um vetor que descreve a forma e posigao
dos objetos; ¢ é sua derivada temporal; K é a energia
cinética do sistema; P é a energia interna do sistema,
devida a deformagao dos tetraedros; W é a poténcia
dissipada pela viscosidade interna do material; V' sao
as forgas de reagdo nos vinculos; e G sdo as forgas
externas (incluindo gravidade, atrito, resisténcia do
meio, e forgas arbitrarias especificadas pelo usudrio).
Estado do sistema: Uma vez que cada tetraedro
T admite apenas deformagdes lineares, a posi¢ao (ou
velocidade) corrente de qualquer particula de T' pode
ser calculada a partir de sua posi¢ao no tetraedro de
repouso Ty e das posicdes (ou velocidades) corren-
tes dos vértices de T'. Portanto, se os objetos tém n
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vértices distintos, os vetores q e ¢ que descrevem o es-
tado corrente do sistema tém 3n componentes cada,
que sao as posicoes e velocidades desses vértices.
Energia cinética: A energia cinética de um tetrae-
dro T' de massa mr é determinada pelas velocidades
o, .. v3 dos seus vértices, segundo a férmula
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Energia potencial: A densidade de energia eldstica
por unidade de volume é constante no interior de
cada tetraedro, e fungdo apenas da transformagio
linear C' que mapeia sua forma de repouso 7T, na
sua forma atual T'. No nosso simulador, adotamos a
seguinte férmula para a densidade de energia:

eT:a<A+%—2)+ﬂ(F2~3E) (3)

onde o e 3 sdo os médulos de elasticidade do ma-
terial, e A, ¥, e I sdo invariantes de rotagiao dados
pelos coeficientes do polinémio caracteristico x(\) =
|CTC - XI| da matriz CTC [3]. A energia poten-
cial elastica Pr do tetraedro é dada por Pr = Vjer,
onde Vg é o volume do tetraedro de repouso T.

O primeiro termo da equagdo (3) mede apenas
a energia devida a expansido e a reducao do volume
do tetraedro, ignorando cisalhamentos. O segundo
termo mede apenas a mudanga de forma do tetrae-
dro, ignorando mudangas de volume. Uma proprie-
dade importante da férmula (3) é que ela tende para
infinito quando o volume corrente do tetraedro tende
a zero, 0 que automaticamente impede que o tetrae-
dro “vire do avesso” durante a simulagao do sistema.

No decorrer da simulagdo é necessério calcular
as derivadas parciais da férmula (3) em relagdo as
posicoes dos vértices do tetraedro. Para isso usamos
o algoritmo eficiente de Baur-Strassen [4], baseado
na aplicagdo sistemadtica da regra da cadeia.
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Forcas dissipativas internas: O termo 0W/dq
em (1) representa as forcas devidas & viscosidade do
material, que tendem a se opor ao movimento re-
lativo de particulas vizinhas. A poténcia dissipada
(W) por essas forgas num tetraedro T', por unidade
de volume, pode ser calculada a partir da matriz
D = CC™1, que define a taxa de deformacao de T,
de maneira semelhante ao célculo da energia eléstica.

Forgas de vinculos: Vinculos sao restricoes im-
postas sobre o movimento do sistema, devidas a ar-
ticulagoes entre objetos, contatos entre corpos, etc.,
expressas por equagoes da forma h(q,t) = 0.

O termo V em (1) representa as forgas internas
necessarias para satisfazer estas restri¢oes; por exem-
plo, as forcas que dois corpos em contato aplicam um
sobre o outro. As forgas produzidas por um vinculo
hi(g,t) = 0 tem a forma \;0h;/0q, onde \; é um es-
calar (multiplicador de Lagrange) a ser determinado.
Para manter o vinculo satisfeito as forcas devem ser
tais que ﬁi(q, t) = 0 para todo vinculo. Os multipli-
cadores )\;, e portanto as forcas de vinculo V', podem
ser calculados a partir destas equagoes.

Formulagao matricial: Aplicando-se a equagao de
Lagrange a todos os tetraedros do modelo, obtemos
um sistema de 3n equagoes diferenciais ordindrias
acopladas de 22 ordem. Dadas as posic¢oes e velo-
cidades de todos os vértices do modelo, e as forgas
externas e internas agindo no sistema, estas equagoes
permitem calcular as aceleracoes de cada vértice.
Este sistema de equagdes pode ser escrito na
forma M{§ = F, onde M é uma matriz constante
de dimensao 3n x 3n (a matriz de massa do sis-
tema), ¢ é o vetor das aceleragoes dos vértices, e F' =
V4+G—-0P/0q—0W/dq é o vetor das forgas que agem
sobre os vértices. A matriz M é positivo-definida e
esparsa (com O(n) elementos nao nulos). Este fato
permite a solucao eficiente do sistema Mg = F [3, 5].
Integragao numeérica: Para integracao numérica
das equagdes do movimento, utilizamos o método

adaptativo de 42 ordem de Runge-Kutta-Fehlberg [5].

3 Colisoes

Animacoes realistas exigem a detegdo e simulacio
de colisdes entre os objetos. No nosso caso, basta
considerar colisoes entre um vértice e uma face, ou
entre duas arestas. Em ambos os casos, a colisdo
é definida por uma equacdo de 42 grau, e algumas
inequagodes auxiliares, relacionando as coordenadas e
velocidades dos quatro vértices envolvidos.

Como os tetraedros admitem apenas deforma-
¢Oes afins, é necessdrio tratar cada colisdo como um
evento instantaneo. Nesse caso, uma colisdo equivale
a um impulso (uma forca de magnitude infinita e
duracao infinitesimal) aplicado aos objetos no ponto
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de contato, que pode ser calculado resolvendo-se uma
versao modificada do sistema M¢§ = F'.

4 Implementagao e resultados

O simulador tem cerca de 3000 linhas de cédigo em
Modula-3. Estamos atualmente implementando a
detecdo de colisdes e o tratamento de vinculos. O
sistema inclui também uma biblioteca de rotinas em
Modula-3 para a criagdo, colagem, e posicionamento
de tetraedros. As animagoes produzidas pelo simula-
dor sao exibidas posteriormente em tempo real numa
estacdo Silicon Graphics Indigo? por um progra-
ma visualizador escrito em C++. '

Abaixo vemos a animacao de 1.8 segundos de um
toro elastico (480 tetraedros) com um vértice preso
no ponto (0,0,0) (no centro da imagem), e que cai
sob a forca da gravidade. A fatoracgdo inicial da ma-
triz M (540 x 540) levou 8.9 minutos, e a integragao
levou 9.1 minutos, numa Sparc 1000.
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