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Abstract. In this work we describe an algorithm for transforming in a continuous way, an open
polygonal line (A ) into another (B) not crossing A but having the same extreme points. The
transformation obtained has properties sometimes required from a Morphing process: Any intermediate
polygonal line generated neither has self-intersecctions nor crosses any other. The points in those lines are
all in motion and all points in B are reached at the same time. The algorithm starting point is a
triangulation & of the polygon bordered by A and B. It visits all triangles of & in a three stage process

with the two main objectives below:

a) Obtain a certain matching of triangles and non-extreme polygonal vertices sets. From this matching
trajectories from all points in A to all points in B can be derived.

b) Determine for every triangulation edge(e) having both vertices in A or in B, a piecewise linear
function of its points. This function, called Access Time Function (ATF) of e, approximates the distance
from A or B to a point in e along a trajectory and is obtained from the ATFs of two adjacent edges.

The final result of this process is a data structure which is only linear in the number of A and B
vertices and also makes possible to get any intermediate polygonal line in linear time.

1 - Introdugio

Neste trabalho estudamos especificamente o
problema de transformar de forma continua no plano
uma poligonal aberta (A), sem auto-intersegdes numa
outra (B), que ndo cruza A mas quc tem extremos
comuns com cla. Ambas as poligonais sdo supostas
fornecidas pelas sequéncias dos scus vértices. Para esse
problema apresentamos uma metodologia que parte de
uma triangulacdo do poligono delimitado por A e B. As
poligonais  intermediarias geradas pelo método
satisfazem a propriedade de ndo apresentarem auto-
intersegbes € duas poligonais obtidas para tempos
distintos do processo de transformagdo também nio sc
cruzam, o que ¢ um pouco mais forte. Esses resultados
sdo ficeis de obter a partir do simples fato das
trajetorias de cada ponto de A até seu destino ecm B
serem todas disjuntas. De fato o método estabelese uma
bijecdo entre o poligono delimitado pelas duas
poligonais menos seus pontos extremos € o "quadrado”
Q=(0,1) x [0,1]. Nessa bijegdo segmentos verticais em

Qg sdo associados a trajetorias e os horizontais a
instancias intcrmedidrias da transformagio.

Sabendo resolver o problema discutido acima.
pode-se obter uma transformgdo continua que leve um
poligono P noutro Q da seguinte maneira :

Supondo P ¢ Q em posigdo relativa genérica.
aplique a P numa primeira etapa, uma transformagio
geométrica(M) que preserve a sua forma e tal que o
poligono resultante (P') se aproxime razoavelmente de
Q. como esta mostrado na figura 1. A expectativa ¢ que
a diferenga simétrica de P' ¢ Q seja constituido por
varias componentes , cada uma delas delimitada por
um conjunto de segmentos consideravelmente menor
que os que definem P ¢ Q. O contorno de uma dessas
componentes (Ci) ¢ constituido pela unido de duas
poligonais Py e Qi com extremos comuns, a primeira
contida no contorno de P ¢ a outra no de Q. Suponha
agora que temos para cada Cy, uma transformagdo Ty
que leve Py em Q. Aplicando Ti*M a M'I(Pk) vk,
simultancamente  efetuamos as  operagbes de
transformar de forma continua, PemP'e P'em Q.
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figura 1

Na estratégia descrita acima a obtengdo de P' pode
ficar por conta de um operador. Automatizi-la
dependendo do critério que se adote para considerar P e
Q semelhantes, pode entretanto, ser extremamente
complicado. Uma tentativa de minorar esse problema €
o método apresentado em [Oliveira(1993)] onde certos
diagramas de Voronoi sio empregados para estabecer
correspondéncias entre partes dos contornos dados.
Também nessa forma de abordagem, uma das etapas ¢
resolver o problema um pouco mais restrito tratado
neste trabalho.

Na transformagdo de uma imagem com contorno
dado por uma poligonal simples , em outra , pode-se
comegar transformando de um contorno no outro da
maneira descrita acima. Depois = extende-se 0 processo
para transformar o interior de uma imagem no da
outra. Nessa ultima etapa uma variagdo do método
descrito nesse trabalho pode ser empregada para
estabelecer correspondéncias entre pixels de ambas as
imagens (ver [Oliveira(1993)]). Explora-se nesse caso a
propriedade do método de construir bijegbes entre
poligonos e Q.Estabelecer essa correspondéncia entre
pixels é uma das dificuldades para se adaptar métodos
classicos para o morphing de imagens (Ver
[Wolberg(1990)]) a situagdes em que temos que
transformar uma imagem em outra com O contorno
muito diferente.

Um procedimento similar ao que sera descrito aqui
se¢ aplica especialmente, a extender para toda uma
regido do plano, a estimagdo de uma dada grandeza,
da qual se possui um mapa de isopletas(curvas de nivel)
digitalizado. Para os niveis ndo apresentados no mapa
se assume que as isopletas sdo as transformadas
intermediarias do processo de levar uma isopleta do
mapa noutra contigua a ela. SO que nesse caso, a regido
do mapa delimitada por duas isopletas contiguas pode
ter diferentes topologias o que requer uma extensdo do
método que sera apresentado aqui. Além disso ha
regides delimitadas por uma unica isopleta, as quais
contem um extremo(maximo ou minimo). Nesse caso ¢
preciso fazer uma extrapolacdo a partir da isopleta para
dentro.

Uma ultima possivel aplicagdo diz respeito ao fato
que, conhecendo-se uma forma de transformar
continuamente um contorno €m outro, pode-se extrair
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dela medidas da similaridade entre eles. Em fungdo
dessas medidas podem-se formular critérios para tomar
decisdes no trabalho de Reconhecimento de Formas
(Ver [Kass(1988)] ou [Cohen(1991)]).

Na andlise da complexidade do método que
iremos fazer neste trabalho separamos dois tipos de
operagdes. A primeira consiste na montagem de uma
estrutura de dados conveniente (Pre-processamento). Na
segunda, a partir dessa estrutura, "desenhamos" as
instincias intermediarias da transformagdo . Como ¢
dificil pretender mais, considera-se aqui que a estrutura
montada ¢é "eficiente” se permitir que cada instincia
possa ser construida num tempo linear com a soma do
namero de vértices das duas poligonais: O(r=n+m)
sendo n(m) o namero de vértices de A (B,
respectivamente).

O método que iremos descrever monta uma
estrutura eficiente, segundo o critério definido acima,
a qual pode ser construida em tempo também linear a
partir de uma tridingulagdo. Essa linearidade s6 pode
ser conseguida permitindo-se que a velocidade da
transformagdo varie, passando a depender do ponto
atingido por ela. A velocidade serd controlada por
Graficos de Tempo de Acesso(GTAs) obtidos para cada
aresta da triangulagio com vértices na mesma
poligonal. A transformagdo gerada satisfaz ainda a
duas propriedades que consideramos como "regras do
jogo", sem as quais, transformagdes mais simples ainda
podem ser obtidas (embora normalmente, com o
sacrificio da qualidade visual). Essas propriedades sdo
as seguintes:

1. Movimento Permanente: Exceto para os
extremos comuns de A e B que sdo pontos fixos, todos
os pontos de qualquer poligonal intermedidria obtida
pelo método, estdo em movimento.

2.Chegada Simultanea:
extremos, todos os pontos de
simultineamente.

Algoritmos para efetuar a tranformagdo de um
contorno 2D em outro ja fazem parte de muitos pacotes
graficos tais como [Corel-Draw  2.0(1991)],
[Designer3.1(1991)], [Harvard-Graphics3.0(1991)],etc.
Diferentes metodologias tem sido aplicadas na sua
construgdo. Tragando um ligeiro quadro comparativo
entre 0 método que sera proposto aqui e outras formas
de abordagem devemos dizer o seguinte:

1) Dados dois poligonos (P ¢ Q) suponha que a
transformagdo de um no outro ¢ dada por:

v(t) = (1-t)P® tQ
Para tracar uma instdncia intermedidria dessa
transformagdo ¢ preciso determinar o contorno da
Soma de Minkowsky de dois poligonos(ver
[Rossignac(1991)], o que ¢ certamente supra linear,

Excetuando seus
B sdo atingidos
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dado que o nimero de vértices desse contorno pode ser
O(nm). Portanto. ele ndo seria eficiente segundo o
critério definido acima, no caso nio-convexo.

2)Algoritmos do tipo "Physically Based", que
obtem a transformagio de um contorno no outro
baseados em algum critério de minimizagio de energia
tem complexidade maior. como o apresentado em
[Sederberg(1992)] que é O(nm).

3) Outros algoritmos s3o lineares mas ndo
garantem a  propriedade das  transformadas
intermedidrias ndo terem auto-intersecgdes como os

apresentados em algumas versdes de software comercial
(ver [Sederberg(1992))).

Deve-se esclarecer que existe pouca bibliografia
disponivel para o problema de metamorfose de
contornos. Entretanto, como resolver esse problema,
significa essencialmente, se construir um interpolador,
ele € afim com outros, conforme mostram os exemplos
de aplicagdo dados acima . Para alguns desses outros
problemas ., sim, existe vasta literatura, disponivel
desde ha muito tempo(Por exemplo,|Fuchs(1977)],
[Keppel(1975)].etc) . Certos aspectos especificos do
problema de metamorfose, no entanto. nio sdo
abordados nesses trabalhos.

Em linhas gerais o algoritmo que  sera
apresentado aqui efetua a seguinte sequéncia de
procedimentos:

1. Num processo de varredura da triangulagdo
obtida inicialmente, vdo sendo determinados a diregdo
€ o sentido das trajetdrias em cada tridngulo.sem
construi-las inteiramente.

2. Simultaneamente vio sendo obtidos Graficos da
funcio Tempo de Acesso(GTAs) para cada nova aresta
atingida com dois vértices na mesma poligonal .
Arestas com extremos em A e B ndo precisam de
GTAs. Para uma aresta com dois vértices em A , a
fungfo representada no seu GTA indica para cada um
de seus pontos, uma aproximagio do comprimento do
trecho da trajetoria , que vai de um ponto em A até ele.
Idem para uma aresta com dois vértices em B em
relagdo a B.

3. Ao final desse processo se avalia um valor
conveniente(M) para o tempo de chegada a B(que tem
de ser simultinea) . Determinado M, se divide por cle
o valor das fungdes Tempo de Acesso, de forma que a
transformacdo fique parametrizada dentro do intervalo
[0,1]. Os GTAs das arestas com dois vértices em B sdo
depois, substituidos por seu complementoa 1.

4. A partir desses GTAs normalizados e
assumindo que nas arestas que ligam A a B, a fungio
Tempo de Acesso € linear variando de 0 a 1 | as
poligonais intermedidrias da transformagio podem
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ser  construidas  empregando-se  um
procedimento de interpolagio.

simples

Cada um desses procedimentos, bem como a
propria construcio da triangulagdo sdo abordados com
detathe em sub-segdes especificas da  segdo seguinte,
onde se descreve todo o algoritmo. Na tultima se¢do
mencionamos deficiéncias e vantagens do método, e
damos um exemplo de aplicacdo.

2. O Algoritmo.

2.1 - A triangulagio.

Determinar uma triangulagdo § dos vértices das
duas poligonais dadas ( A ¢ B ) restrita por elas
proprias pode ser feito em tempo O(rlogr) ( r = m+n)
empregando, por exemplo o algoritmo dado por
[Preparata(1985)]. ou no caso de se requerer uma
triangulagdo de Delaunay restrita, pelos descritos em
[Chew(1989)] ou [ Seidel(1989)]  adaptados para
eliminar a parte da triangulagdo exterior ao poligono P
delimitado por A ¢ B. Se esse poligono for regular
sabemos que construir ¥ pode ser feito em tempo
linear.

No restante desse trabalho consideraremos que &
estd armazenado de forma que para quaisquer de seus
elementos (vértices, aresta, triangulos). listar os que sio
adjacentes a cle, estdo contidos nele ou o contém, pode
ser feito em tempo constante por elemento listado.

2.2 - As trajetorias dentro de cada triingulo.

Uma vez obtida uma triangulagio & do poligono
delimitado por A e¢ B vamos inicialmente nos
concentrar na questdo de gerar trajetorias inteiramente
disjuntas, saindo de pontos de A e chegando a B.
Trajetorias disjuntas acarretam imediatamente que as
instincias intermediarias da transformagdo nao podem
ter auto-intersccgdes. Se além disso. a velocidade ao
longo da trajctéria for ndo nula e tiver sempre o mesmo
sentido, a intersecgio entre duas instAncias
intermedidrias correspondentes a tempos distintos, fica
restrita aos extremos comums de A ¢ B.

Para garantir que as trajetorias sejam disjuntas
podemos fazé-las paralelas dentro de cada tridngulo. A
diregdo que elas tem dentro de um tridngulo T pode
entdo ser caracterizada por um vertice vr( o vértice
base de T) e por um ponto p , que ¢ onde a trajetoria
que passa por vy atinge a aresta oposta a ele: ey dita
aresta base de T .O sentido de percurso da trajetéria
sera do vértice para a aresta ou vice-versa conforme este
vértice pertenca a A ou B respectivamente.
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A escolha dos vy , entretanto, ndo pode ser
qualquer sob pena de ndo conseguirmos chegar a
poligonal destino como mostra o exemplo da figura 2.

Observe nessa figura que a existéncia de uma trajetoria
comegando cm p ¢ terminando em ¢ ambos em A |
determina pclo proprio fato das trajetorias screm
disjuntas. que havera um ponto fixo ( um ponto cuja
trajetoria ¢ ele mesmo ) no trecho de A compreendido
entre p ¢ q. Esse ponto fixo s6 pode ser um vértice pois
todos os outros pontos do contorno se movimentam
segundo a diregdo dada pelo par (vp,pt) do tridngulo
que os contém. Se um vértice for base de um tridngulo
ele ndo sera ponto fixo. Portanto se conseguirmos que
todos os vértices exceto os extremos comums de A ¢ B
sejam_bases ( Propiedade P1) , a problematica acima
fica eliminada.

Também devemos evitar que uma aresta interior
seja escolhida como aresta base dos dois tridngulos
adjacentes a ela, se seus vértices Opostos nesses
tridngulos estdo ambos em A ou ambos em B. Isso
impedira que trajetérias comecem oOu se encerrem na
aresta. Entretanto se as trajetorias de dois pontos da
mesma poligonal se encontram, tomando a unido das
duas temos de novo uma situagido como a da figura 2.
Nesse caso mais uma vez pela disjungdo das
trajetorias, chegamos a existéncia de um ponto fixo
nessa poligonal, o que sera evitado se P1 for satisfeita.

Finalmente devemos impedir que o mesmo vértice
seja escolhido como base para mais de um tridngulo, a
menos que esses tridngulos sejam adjacentes ¢ a diregdo
das trajetéria em ambos, seja a da aresta comum. Com
isso evitaremos bifurcagdes e poderemos garantir a
conexidade das transformadas intermediarias. Observe,
entretanto que temos ( n + m - 4 ) tridngulos e igual
numero de vértices, excluindo os extremos comums de
A ¢ B. Assim se a atribuigio dos vértices base deve ser
sobre esse conjunto de vértices para que sc satisfaca a
Propriedade 1, ela deve igualmente ser biunivoca.
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Para atenter portanto, os trés requisitos acima
basta satisfazer a Propriedade P1 que expressa
simplesmente, um matching entre os tridngulos de & e
os vértices ndo extremos de A ¢ B. Com o intuito de
obter esse matching,comegamos dividindo o conjunto
de arestas da triangulagdo em trés grupos, conforme
seus vértices pertencam ambos a A ( arestas AA ).
ambos a B( BB ) ou as duas poligonais ( AB ).
Consideramos também o poligono P delimitado por A ¢
B repartido em tres regides: Pp, constituida pelos
triangulos cujos tres vértices estdo em A . Pg. definida
analogamente em relagdio a B ¢ Pog formada pela
unido dos tridngulos restantes.

No conjunto das arestas AA podemos definir uma
ordem parcial (<) da seguinte maneira:

"e < e se e esta contida na componente
conexa de P-e' que ndo contém B".

As arestas de A sdo os clementos minimais de <
¢ para cada tridngulo de P duas das arestas sdo
imcomparaveis entre si ¢ ambas < a terceira
Escolhamos sempre esta ultima como base dos
tridngulos de Pp. Fazendo isso teremos satisfeito a
propriedade P1 para os vértices com todos os tridngulos
adjacentes em Pp(Ver [Cruz(1993)]). Além disso
garantimos que as trajetorias que partem de pontos de
A em P nio voltam a A , mas vdo atingir uma
aresta maximal de <. Tudo que dissemos até agora
com relagdio a P, ecvidentcmente se aplica a Pp,
definido de forma andloga.

Considere agora, que os vértices de A sd3o
numeradosde 1ancosde B de nan+ m , de forma
que essa numeragdo indique a ordem em que os vértices
vio sendo atingidos quando se percorre A U B a partir
de um extremo comum (vy) . Nesse caso podemos
reescrever a definigdo de < tanto para as arestas AA
como para as BB da seguinte forma :

e=(a,b) < e'=(c,d) © [a,b] S [c,d]

Isso simplifica a estrutura de dados do algoritmo
estilo Graham-Scan que damos a seguir para indicar o
par (et,vy) dos tridngulos de P5 ¢ Pg. O algoritmo
vai percorrendo o contorno de P até encontrar trés
vértices consecutivos nesse contorno (i, i+1, i+2 < n)
que definam um tridngulo (T) de &. Esse tridngulo
estara obviamente em P5 e (i,i+2) € < que as suas
duas outras arestas.

Fazemos entdo (i,i+2) ser et e retiramos do
contorno as outras duas arestas de T e o vértice i+1.
Nesse contorno atualizado com a retirada de i+1 tanto
(i-1, i, i+2) como ( i, i+2, i+3) passaram a ser trincas de
vértices consecutivos.
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Para testar sc a primeira delas define um tridngulo,
0 algoritmo se obriga a um backtracking ( volta a i-1). o
que requer a seguinte simples providéncia. Para que
esse backtracking possa ser feito em qualquer contorno
obtido depois, para o qual a adjacéncia dos vértices ja
ndo ¢ mais reflctida pela consecutividade dos indices. ¢
preciso que se tcnha uma meméria dos pontos do
contorno-corrente  ja visitados pelo método. Essa
memoria pode’ evidentemente, ser organizada como
pilha, pois dela precisamos apenas do ultimo elemento
incorporado.

Assim o algoritmo segue procurando tridngulos de
PA cujos vértices sejam consecutivos no contorno
correntc. Em encontrando um (T) cle ¢ resolvido
fazendo-se e ser a aresta diagonal ¢ em seguida
retirado, provocando a atualizagdo do contorno. Quando
cle tenta avangar além de n é porque ja varreu todo
P4 A atribuigdo de (ex,vy) para os tridngulos de Py ¢
feita de forma intciramente analoga so que para vértices
entre n € n+m.

Resta atribuir (e1,vT) aos tridngulos de Pog .Os
tridngulos dessa regido podem ser enfileirados numa
sequéncia(Ty,k=1,...,j ) onde termos consecutivos sio
tridngulos adjacentes, Ty ¢ o tridngulo de PAp que
contem vq ¢ Tj ., 0que contem vp.

Podemos agora definir a fungido (F) que leva um
vértice no bordo de Po g, exceto os dois extremos das
poligonais , no scgundo tridngulo de maior indice em
(Tk) que o contém ( ver figura 3 ). Se a um dos vértices
do™ ultimo tridngulo da sequéncia, que ndo Vo
atribuimos exatamente esse ultimo tringulo, teremos
tornado a fungdo biunivoca ( Ver mais uma vez
[Cruz(1993)] ).  Fazendo entio, vy = FI(T),
satisfazemos portanto, a propriedade Py também para
os vértices dos tridngulos de P AB- Esclarecemos que ha
Qutras maneiras de escolher os (eT,vy) dos tridngulos
de Pop enquanto que para os de Pj e Pg essa
atribuicdo, para que a Propriedade Py scja atendida,
tem de ser feita de forma unica .

Os vértices e
triangulos de

\ sdo
associados.

figura 3

2.3 - A construgio dos GTA.
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Devemos observar que no processo  acima
determinamos apenas localmente, em cada tridngulo,
como sdo as trajetérias. Para que as curvas
intermedidrias da transformagdo possam ser obtidas
precisamos ainda indicar com que velocidade essas
trajetorias sdo percorridas em cada ponto (ou em cada
tridngulo ) e efetuar de alguma forma um processo de
acumulacdo que nos permita calcular o tempo
dispendido ao longo de uma trajetéria para atingir
qualquer de seus pontos.

Uma primeira idéia seria fazer a velocidade ser
constante ao longo de uma trajetdria. Determina-la
porém, nos obrigaria a conhecer o comprimento da
trajetéria ja que estamos assumindo que o tempo de
transformagao ¢ o mesmo para todos os pontos de A (
ou B ).0 Comprimento de uma trajetéria é uma fungio
linear por partes de secu ponto de partida em A. Os
pontos de quebra dessa fungdo sdo cxatamente os
véritces de A e os pontos de partida das trajetorias que
chcgam a vértices de B. Dessc modo precisamos
conhecer as trajetérias dos vértices de A ¢ B para poder
determinar a velocidade com que uma trajetoria
qualquer deve ser percorrida. Determinar as trajetorias
desses vértices, entretanto, ¢ O(r2) dado quc a trajctoria
de um deles pode atravessar O(r) tridngulos. Além
disso, todas as intersecgdes de trajetorias de vértices de
A ¢ B com as arestas da triangulacdo devem ainda ser
armazenadas numa estrutura conveniente. Uma vez
conhecido comprimento da trajetoria, a cada um desses
pontos deve ser atribuida a fragio

Comprimento da trajetéria até ele/
Comprimento total da trajetéria.
para que as curvas intermedidrias possam
posteriormente, ser determinadas por interpolagdo.
Assim a estrutura que temos de montar ¢ O(r2).

Uma alternativa para manter linear o tamanho da
estrutura necessdria para fazer o tracado de uma
instdncia da transformagdo também em O(r). é operar
com os Graficos das Funges Tempo de Acesso (GTAs).
Esses GTAs sdo definidos para as arestas AA e BB ¢
sua descri¢do deve ter um tamanho maximo limitado a
priori. Se eles forem, como assumiremos daqui por

mesmo nimero diante, poligonais, essa limitagio se referira ao seu

numero de vértices. No texto a seguir representaremos
por xe ., a fungdo Tempo de Acesso aos pontos da
arcsta e, ou seja, a fungdo representada pelo GTA de
e

A construgdo dos GTA poderia ser feita tdo logo
se tivessc obtido a triangulagdo Q. Entretanto, ha
condigdes que o conjunto desses graficos deve satisfazer
que dependem de elementos sé determinados
posteriormente. A primeira delas é a dada a seguir,
sendo X =A ouB.
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"Se uma trajetoria a partir de um ponto de X
encontra uma aresta e, do tipo XX num ponto p antes
de chegar a outra aresta e', do mesmo tipo. num ponto
q, entdo devemos ter:

7.(p) <7.(q)" (Condigio1)

Essa condigdo objetiva garantir que duas instancias
da transformagio correspondentes a tempos diferentes
ndo se cruzam.

Além disso procuramos fazer com que o Tempo
de Acesso a um ponto de uma aresta AA reflita, na
medida do possivel o comprimento da trajetoria
desde A até cle. Idem para um ponto de uma aresta
BB em relagdo a B. A finalidade disso € fazer com que
nessas regides ndo haja uma variagdo muito grande
da velocidade ao longo dc uma mesma trajetoria. Em
ambas as condi¢oes excluimos de consideragdo as
arcstas do tipo AB. Para elas ndo precisamos construir
GTAs.

Além disso devemos manter o nimero de vértices
de um GTA limitado por um k fixo se quisermos quc
representa-los ( para todas as arestas ) requeira um
espago apenas lincar. Para obter um procedimento que
atenda a cssas trés condigdcs, comecemos obscrvando
que quando se faz a atribuicdo de (vp.er) para um
tridngulo dc PA. qualqucr de suas outras arestas ou
pertence a A ou ja foi feita base de um tridngulo tratado
anteriormente. Para uma aresta de A a fung¢do Tempo
de Acesso deve ser identicamente nula ¢ suponha que
para os tridngulos de P5 processados antes, os GTAs
de todas as arestas ja tenham sido determinados. Desse
modo quando et ¢ feita base. os GTAs das outras
arestas de T ja sdo conhecidos. No desenvolvimento que
faremos a seguir, Ag(p) representara a fracdo:

(distincia de p ao vértice inicial da aresta e/
comprimento da aresta).

Para determinar. entdo o GTA de C’I;=(Vi,Vf), a
partir do das outras duas arestas de T(e’e ¢ ) podemos
fazer o seguinte

a) Suponha que orientamos as arestas sempre do
vértice de menor indice para o de maior. Nesse caso
sera verdade que uma das arestas(e') tem 0 mesmo
vértice inicial de e € a outra (e"') o mesmo vértice
final. Vamos inicialmente nos preocupar com o GTA da
porgdo de e entre v; € py. Um ponto p dessa porgﬁg
pertence a mesma trajetéria que o ponto ¢q' em e
distantc dele exatamente, (A(p)/Ae(pT)).dT onde dy
¢ a distancia de vy a pp Assim. propomos que
inicialmente se faga :

. (P) =%.(q") + (A (P)/ A (Py))®dy,

vp € (VioPT)
(a)
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Raciocinio analogo nos levaria, fazendo q" ser o
[1] e, .
ponto de e pertencente a mesma trajetéria que um p
entre Ppevg.a

w@ = w@)+ CMOL L v

em (p,vp-
(b)

Dessa forma como dp >0 a condigio 1 ¢
satisfeita em T e a fungdo Tempo de Acesso
representada nos GTAs varia ao longo de uma mesma
trajetoria com a distincia percorrida por ela.

Obter uma representagdo computacional do GTA
de e, significa simplemente, determinar a intersecgio
com e das trajetorias que passam por pontos de quebra
de e' ¢ "' ¢ associar a cada um desses pontos o valor de
xe( ) calculado por a ou b. Portanto se os GTAsdee'e
e" tem um numero de vértices limitado por um k fixo,
o custo dessa obtengdo sera O(1). Entretanto o namero
de vértices do GTA de e podera ultrapassar k, o que vai
exigir um procedimento adicional dado abaixo ¢
ilustrado na figura 4 para k = 4.

GTA de €'
e’ (¥)

distancia
Pr percorrida

em I.
_1_
Pr
' ponte
prolon - Fe
gamento
PT
figura 4

1. Assumindo que mg' € Te'r sd0 funcdes concavas
( hipografo convexo), podemos fazer com que 7,
também o scja, simplesmente encontrando a ponte
( "bridge") entre as porgdes do grafico de xe em (vi,p)
¢ em (p,Vy) ¢ substituindo o trecho abaixo dessa ponte
por cla.

2.Se o grafico (G) assim obtido tiver menos de k
vértices cle serd 0 GTA de e. Sendo scja (Wy,i=1,...,L<
k) a sequéncia de vértices de G percorrido num dado
sentido ¢ (Wj»,Wj+1) a ponte. Escolhamos de alguma
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forma uma subsequéncia de L-k+4 vértices consecutivos
(WhW e 15W 42, sWm) contendo (wj,w ,I+1) e
substltuamos o trecho de G entre esses vértices por
(wl,w v Zsz) onde, w 1(“ 2) ¢ a intersecgdo do
prolongamento de (wzwy4+1) (Wm-1%"m)-
respectivamente) ,com a reta suporte da ponte.

Ao fazer isto estamos majorando a fungio Te Ja
obtida e portanto a condigdo 1 continuara a ser
atendida. Essa majoracdo vai atrasar a evolugdo ao
longo das trajetorias principalmente dos pontos
proximos ao vértice oposto a e e seu cfeito podera até
ser o de reduzir concavidades das transformadas
intermedidrias. O procedimento de redugdo do niimero
de vértices do GTA de e, dado acima, é certamente
O(1) e assim podemos construi-lo em tempo constante.
Para as arestas de Pg empregamos procedimento
inteiramente andlogo. s6 que comegando em B. Como
gastamos um tempo constante por aresta, a
complexidade dessa ctapa ¢ O(r).

2.4 - Transformagio dos GTAs. Determinagio de M.

Para ficar independente do caso o dominio do
parametro da transformagdo ¢ suposto ser sempre
[0,1]. Em vista disso.nesta ctapa os GTA. sio
transformados. assumindo valores nesse intervalo . de
forma a permitir que depois se possa obter. por
interpolacdo. para cada ponto de P-{v1,vp}, 0 valor do
parametro da transformagdo quando ela o atinge. Essa
transformagéo, além de promover essa normalizagdo,
precisa sc preocupar em  obter a propriedade
explicitada a seguir.

Seja (epseqs.--s€p) a sequéncia de arestas cortadas
por uma trajetéria I' qualquer, desde A até B, na
ordem em que elas sdo atingidas a partir de A.
Represente entdo, por p; , i=1,...,m a intersccgdo de T'
com ¢ ¢ faca t(p) & [0,1] ser o parametro da
transformagido quando cla atinge p. Obviamente
devemos ter

t(pj+1)> t(py) ( Condigdo 1"

se  quisermos evitar
transformadas intermediarias  distintas ou  auto-
intersecgdes em uma delas. Para conseguir isso,
terminada a etapa de construgdo dos GTA calculamos
inicialmente M' dado pela expressio:

intersecgdes  entre

max {min{«(e,v)}}
€SP,y vel,

onde:
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1.dPA g ¢ a fronteira da regido Po g.

2.S¢c e =

contem e, entjo:
a) Fe={vj,vf}. sc e ¢ aarcsta basc de T.

b) Te={vérticce dc e comum a aresta base de T},

em caso contrario

3. Se AT = A, (Pr). $e=Teohe . ¢'¢(0) € a
derivada a direita de e cm 0 ¢ @'o(1) a derivada a
esquerda em 1 entdo:

a) ofe,v)= @'a(0)/AT, se ¢ ndo é base de T e
V=V;.

'b) a(e,v)= ¢'o(1)/(1-Ay), sc e ndo ¢ base de T ¢
V=Vy.

) a(e,)=@'o(0)*AT.sce ébasede T e V=V

d) ofe,)= ¢'a()*(1-Ap). se ¢ ébasede T e
V=vy.

(vivp) ¢ T o tridngulo de Pog que

Determinado M, o que pode scr feito cm tcmpo
linear, escolhe-se M >M' e obtem-se os t(p) da forma
indicada abaixo. Essa forma de proceder é suficiente
para que se tenha simultdneamente os t(p) em [0,1] ¢
a Condicdo 1' atendida para todo i(Ver [Cruz(1993)]).

O procedimento indicado ¢ o scguintc:

1. Para um ponto p numa aresta e de P fazemos

t(p) = '“'c(p)/M -

2. Se pestd numa arcsta e' de Pg entdo t(p) =
1-xe(p)/M . A complementagdo a | ¢ necessdria pois
em Pg. os GTAs aproximam o comprimento de
trajetérias at¢ B cnioa partir de A.

3. Para uma aresta e do tipo AB. que nio tem
GTA |, fazemos. simplesmente. t(p)=Ae(p). assumindo
sempre que cla estd orientada de A para B.

Em termos computacionais. o quc ¢ feito ¢
simplesmente, aplicar as operagdes indicadas em 1 ¢
2 . as ordenadas dos vértices dos GTA das arestas
AA ou BB, conforme o caso.

Pode-sec observar que para pares (Pj>Pj+1) com
ambos os pontos em Py ou Pg. a Condigiio 1' ¢ uma
consequéncia imediata do fato dos GTAs safisfazerem a
Condicdo 1. A complexidade da expressdo do limite
inferior M’ resulta da maior dificuldade em satisfaze-
la quando p; e pj4q pertencem a regides distintas,
como na passagem dc P para PAg ¢ de Pppg para
Pg. E que nessas transigdes muda a mancira de obter
t(p).

Todos os procedimentos efetuados nesta etapa sio
O(r) completando-se assim, num tempo também dessa
ordem , o pré- processamento. Na subsegdo seguinte se
descreve como as transformadas intermediarias sdo
obtidas a partir da estrutura montada.
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2.5 - O Tracado das Instincias Intermedidrias da
Transformagio:

Tendo definido t(.) para os pontos de todas as
arestas de & podemos cxtende-la para P-{extremos
comuns de A e B}. por interpolagao linear, procedendo,
precisamente, da seguintc forma.

Seja T o tridngulo que contém p , e ¢ e . arestas
desse tridngulo cortadas pela trajetoria que passa por p
em pontos q ¢ q' distintos. Nesse caso definiremos

la* —al la* —al

Fazendo isso. uma instancia intermediaria C, = { p |
t(p) =z }, para todo z cm [0,1] scrd uma curva conexa,
sem auto intersecgdes ¢ com extremidades comuns as
de A e B, as quais podem portanto ser usadas para
comegar e encerrar o procedimento de determinagio de
seu tragado . Com respeito a forma dessa curva, seja T
um tridngulo qualquer atravessado por ela. Nessc
tridngulo considerc as trajetorias de todos os pontos em
suas trés arestas ondc o respectivo GTA (se houver)
tenha um vértice (Ver figura 5).

Vértices
Vértices %% gIA
do GTA :
de e /

N

Essas trajetorias definem trapézios (ou tridngulos.
que consideraremos trapézios degenerados) onde t(.) €
uma funcdo bilinear. Mais precisamente expressando os
pontos (p) de um desses trapézios (6) em coordenadas
convenicntes (X,y). temos

t(p) =axy +bx +cy +d,
sendo os parametros (a,b,c,d) determinados em fungdo
dos valores de t(.) nos vértices do trapézio. Assim C,
restrita a esse trapézio € parte da hiperbole H, dada por

_z+(bx +d)

ax +c
H,Né tem no miximo duas componentes conexas
como mostra a figura 6.
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figura 6

Entretanto, para que haja de fato duas componentes €
preciso que, tal como acontece no exemplo da figura, os
dois vértices de maior (ou menor) valor sejam Opostos.
Tal situacgdo, entretanto, fica excluida uma vez que a
Condigio 1' ¢ satisfeita. Nesse caso sera verdade
também que, se aproximarmos H, N @ pelo segmento de
reta (S, ) que une seus pontos extremos entdo :

a) S, varia continuamente com z, ( 0 quc ndo
acontece no caso geral.)

b)z#z =S,NS, = J, isso em virtude da linearidade
de t(.) em cada segmento da borda do trapézio.

Assim substituindo H, por S, ndo perdemos a
continuidade do movimento nem a propricdade de
instancias referentes a zs distintos serem disjuntas. Se o
namero de trapézios de um tridngulo, ou seja 0 numero
de vértices dos GTAs de suas arestas . for limitado por
um k fixo, entdo encontrar o proéximo trapézio a ser
atravessado por uma C, pode ser fcito em tempo
constante. Isso significa que o trabalho de determinar
completamente C, fica proporcional ao numero de
trapézios atravessados por e¢la, que nessas condigdes.
sera O(r) .

3. Deficiéncias e Vantagens. Um exemplo de
Aplicagio.

O objetivo deste trabalho ¢ simplesmente mostrar
que ¢ possivel obter em tempo O(rlogr), para duas
poligonais na situagdo apresentada, uma tranformagao
continua de uma na outra. com uma séric de
propriedades usualmente requeridas de algoritmos
para a metamorfose de contornos. Para obter essa
complexidade baixa entretanto, permitimos(e criamos)
situagdes que podem comprometer a qualidade visual
do processo de transformagdo, algumas das quais
listamos a seguir:
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1. A existéncia de gargalos relativamente extreitos
determinados por se constringir o movimento ao
interior do poligono P pode tomar mais agudas nas
curvas intermedidrias, "protuberincias" existentes na
inicial e final.

2. A estimagdo de M ¢ feita sem levar em conta
0 comprimento das trajetérias em PAp ¢ a partir
de superestimativas do comprimento delas em Py ¢
Pg. Além disso, deve-sc observar que ele é feito
constante, enquanto poderia ser fungio das trajetorias.
Assim, o valor de M obtido pode ser excessivamente
alto fazendo, em particular, com que a travessia de
PR seja consideravelmente mais lenta que as de P A €
Pg.

3. Ha uma séric de escolhas que deixamos em
aberto, a comegar pela propria triangulagio que ndo €
unica. Além disso ndo especificamos completamente
como escolher as diregdes das trajetérias em cada
tridngulo. Disparidades na forma dos tridngulos
obtidos ou escolhas inadequadas para a diregdo das
trajetorias em tridngulos vizinhos podem prejudicar
efetivamente, o resultado final.

T e
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limitar a representagdo dos GTA. Para k = 4 os GTA
podem ser armazenados guardando-se menos de
2(n+m) pontos. Em relagdo a algoritmos que trabalham
com estruturas quadraticas essa pode ser uma vantagem
consideravel. Além disso, se compararmos o nimero de
vértices de uma C, gerada da forma indicada na segdo
anterior com a gerada, para esse mesmo z . quando as
trajetorias sdo percorridas com velocidade constante,
verificamos que esse nimero pode até ser ligeiramente
maior mas ¢ em geral consideravelmente menor,
tornando o tragado das C,, mais rapido.

2.Determinados pontos da curva inicial podem ser
feitos corresponder a pontos da curva final com uma
simples adaptagdo do método empregado aqui. Isso,
mantendo-se  a complexidade da montagem da
estrutura ¢ do tragado das curvas intermedigrias.

3. E interessante notar ainda quc tanto trajctdrias
como as C, podem ser "suavizadas" substituindo-se
cada "v" formado por um vértice ndo extremo ¢ pelos
pontos médios dos segmentos a ele adjacentes. pela
Bezier quadratica cujos pontos de controle sdo esses
(ver [Olivcira - Persiano (1987)] ). Isso, sem perdcer as

Em vista dessas consideragdes preferimos que a
aplicagdo dessa metodologia seja local como no
exemplo dado na segdo 1. Em contrapartida a
metodologia  apresentada aqui  possui  algumas
potencialidades das quais listamos abaixo, as seguintes:

1. A primeira, € claro. diz respeito ao tamanho
limitado da estrutura que tem que ser construida.. O
tamanho dessa estrutura depende do k escolhido para

propricdades de ndo haver auto-intersecgdes e de
trajetorias ou C,s distintas serem disjuntas. Entretanto.
esse processo de suavizagdo pode destruir a
continuidade de transformagao.

Finalmente apresentamos na figura 7. um exemplo
de aplicagdo da metodologia exposta neste trabalho.
obtida por uma implementagio em ambiente Unix
(SPARCstation? ).
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