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Abstract. A method has been developed to help the simulation of realism of landscapes, by the generation
of a random fractal over a known topography. Based on the fractional Brownian movement model, the

process used is a variation of the random midpoint displacement method.

1. Introducio

Um dos modelos matematicos mais usados em
computacdo grafica, para simulagdo da natureza através
de fractais randomicos, tem sido o "movimento
Browniano fraciondrio"”, descrito primeiramente por
Mandelbrot € Van Ness em [Mandelbrot-Ness(1968)] e
[Mandelbrot(1982)], e mais recentemente em [Peitgen-
Saupe(1988)] além de outros textos.

Neste trabalho, apresentamos uma experiéncia de
simulagdo de realismo de paisagens através da geragdo
de um fractal randomico sobre uma superficie (relevo)
conhecida. O processo utilizado constitue uma variante
do "método de deslocamento aleatério do ponto médio",
descrito nos trabalhos citados acima. As peculiaridades
desta variante tém origem no fato de partir de um
conjunto de dados (pontos) pertencentes a superficie em
questdo, sobre os quais se constrdi uma malha
triangular irregular. Essa irregularidade exige um
tratamento particular para cada tridngulo.

Nos textos citados, os processos de aproximagio do
movimento Browniano fraciondrio para obtengdo de
imagens realistas de paisagens, baseados no método de
deslocamento aleatério do ponto médio, consideram
dados de superficie organizados em malhas regulares,
quadradas ou triangulares. Nio ¢ de nosso
conhecimento nenhum outro trabalho que utilize malha
triangular irregular.

2. Movimento Browniano fracionério

Um movimento Browniano fracionario ¢ uma fungio de
uma variavel, VH®O, cujos incrementos
VH(tp) - VY(t}) t€m distribuicdo Gaussiana com média

zero e varidncia proporcional a distincia, conforme a
relagdo

variincia o distincia2H 0<H<1
ou -

var [VH(tp) - Vi(tpl @ [ty - y2H @)

Quando H ¢ proximo de 1, temos um grafico
suave, enquanto que um valor de H proximo de 0
fornece um gréfico mais rugoso. O valor 1/2 para esse
parametro fornece um movimento Browniano usual.

Na caracterizagdo do movimento Browniano
fraciondrio como fractal, o parimetro H relaciona-se
com a dimens3o fractal pela expressio

D=2-H

Apresentamos, na figura 1, algumas amostras de
movimento Browniano fraciondrio com diferentes
valores de He D.
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Figura 1: Amostras de movimento Browniano

fraciondrio [Peitgen-Saupe(1988)]
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Vamos, a seguir, descrever resumidamente um
método para geragdo de uma aproximagdo de
movimento Browniano fracionario em uma dimenséo,
denominado "deslocamento aleatério do ponto médio".
Um tratamento mais detalhado pode ser encontrado em
[Peitgen-Saupe(1988)].

Geracio de movimento Browniano fracionario

Consideremos o2 a variancia dos incrementos de Vy(t)
para pontos cuja diferenga At = 1. Sejam t) e t] dois
pontos quaisquer ja decterminados nesse processo.
Entdo, da relagdo (I), vem
var [Vy(tp) - VDI =ty - tl|2H o2
Vamos determinar um novo ponto t3 = (tp+t})/2,
tal que
VH(3) = [Vh(tp + VH))2 + d
onde d € uma variavel aleatéria Gaussiana com média
zero e varidncia A2 . v
Subtraindo Vpy(t}) de ambos os lados dessa
equagao, temos
VH(3) - VH(t)) = [VH(t) - VP2 +d
Aplicando a propriedade de varidncias de duas
variaveis aleatdrias independentes X ¢ Y, que estabelece
var(mX+nY) = m2varX + n2varY, myn e R (II)
temos ‘
var[Vg(t3) - V(t)] = var[Vig(ty) - Vig(t))/4 + A2
A variancia A2 ¢ determinada pela condigdo de

que o incremento de t] para t3 deve satisfazer a relagdo
(I). Por essa relagio,

var [Vi(t3) - VH(tD] = Itz - t;2H o2
ou
var [Vi(t3) - VR(t] = [ty - t7)/22H 62
donde se conclui que
A2 = |tyt2PH o2 -ty -4y2H 62 /4 =
=/22H_1/4) |ty - y2PH o2,

Aplicando-se esse procedimento sucessivamente,

para geragdo de um novo ponto no interior de cada um

dos intervalos existentes, pode-se aprofundar o
detalhamento do processo até o nivel desejado.

3. Extensiio do Movimento Browniano Fracionirio
para o Caso Bidimensional - Superficics Fractais

Passamos, agora, a descrever uma experiéncia de
simulagdo de realismo de paisagens, usando o modelo
de fractais randomicos, baseada numa extensio do
modelo de movimento Browniano fracionario em uma
dimensio descrito na segdo anterior.

Assumimos como condigdo inicial a existéncia de
um conjunto de dados constituido de pontos p; =
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(Xi, Yi-Zi) de uma superficie. Em uma primeira etapa,
construimos uma aproximagio da superficie através de
retalhos triangulares planos, tridngulos esses que tém
como vértices os pontos conhecidos da superficie
(figuras 2 e 3).
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Figura 3: superficie aproximada por tridngulos

A construgdo dessa malha de retalhos triangulares
baseia-se no critério de Delaunay (triangulagdo de
Delaunay) aplicado sobre as projegdes dos pontos p; no
plano XY. Em [Neves(1988)] encontra-se uma
descricdo desse modelo de superficie, bem como da
estrutura de dados e algoritmos envolvidos em sua
construgdo. Discussdes sobre outros critérios para
construgio de triangulagbes para modelagem de
superficies sdo encontradas em [Dyn(1990)] e
[Brown(1991)].

Ressaltamos aqui duas caracteristicas desse
modelo: a superficie gerada interpola os dados
originais; e, por ser um modelo linear por partes, a
interpolagdo de novos pontos tem um custo
computacional muito baixo, 0 que ¢ importante neste
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trabalho, uma vez que o processo que descreveremos
utiliza intensivamente essa operag3o.

Também vale observar que a implementagio
descrita em [Neves(1988)] utiliza um algoritmo
incremental, permitindo a inclusdo de novos pontos em
uma triangulagéo ja existente, o que, como veremos, é
essencial para o refinamento da estrutura na construgio
do fractal.

Movimento Browniano fracionirio baseado em
triangulacgio

O processo adotado para construgdo do fractal ¢ uma
variante do método de deslocamento aleatério do ponto
médio, descrito na segio 2.

Uma vez construida a triangulagio inicial, realiza-
se o refinamento dessa estrutura pela inser¢do de pontos
nos baricentros dos tridngulos existentes. Apds cada

insercdo, faz-se necessdria uma atualizagio da
triangulagdo para reconstituigio do critério de
Delaunay.

O valor da terceira coordenada, z, de cada um
desses novos pontos, é constituido, como no caso
unidimensional, por duas parcelas: a primeira ¢
proveniente de interpolagdo linear, considerando que o
ponto esteja situado no plano do tridngulo que lhe deu
origem; a segunda parcela ¢ proveniente do
deslocamento randémico caracteristico do movimento
Browniano. Assim, considerando p um novo ponto
inserido no baricentro de um tridngulo abc, temos

Zp= (zatzytz)/3 +d. {Im)

Para determinar essa segunda parcela, lembremos
que o movimento Browniano fracionario requer que os
incrementos tenham distribui¢io Gaussiana com média
zero e varidncia proporcional & distincia, conforme a
relagdo

variancia o distancia?H  0<H<1.

Para o caso bidimensional, a relagdo entre H ¢ a
dimensio fractal é
D=3-H
A distdncia ¢ medida no plano XY, e entdo
podemos escrever

2H
var(z, ~ zp)oy (%, = )% + (¥ - )
Considerando que a variincia dos incrementos da
cota z, correspondentes a deslocamentos unitdrios no
plano XY, scja o2, temos que

+ 2H
var(z - 2) = /04 - x) 2+ (y - y)? 0% (V)
O deslocamento d, na expressio (III), ¢ uma
varidvel aleatéria com distribui¢io Gaussiana com
média zero e variancia A2, .

A determinagdo dessa varidncia leva em conta a
vizinhanga sendo, portanto, mais simples no caso
unidimensional, uma vez que a definigdo de vizinhanga
de um ponto ¢ trivial. Além disso, em uma dimensdo,
cada insergdo € feita no ponto médio de um intervalo e,
por isso, o fator de diminui¢io das distincias entre
pontos € constante igual a 1/2.

No caso bidimensional, no entanto, a vizinhanga é
definida por uma quantidade de pontos que depende da
estrutura de organizagio dos dados. Considerando uma
estrutura de malha quadrada regular, o refinamento se
dd por inser¢do de novos pontos nos centros dos
quadrados [Peitgen-Saupe (1988)]. Sendo assim, as
distancias entre pontos também diminuem a um fator

constante, igual a 1/+/2, permitindo determinar a nova
variancia Aiz a partir da variincia usada no estagio
anterior, simplesmente pela expressio

2H
K=[1/V2] A, .

Em nossa abordagem, consideramos que os dados
podem estar distribuidos aleatoriamente no plano XY, e
por isso, apesar da construgio da triangulagio ser
regida pelo critério de Delaunay, podem-se obter
tridngulos bastante variados em forma e tamanho. Em
consequéncia disso, o cdalculo da varidncia do
deslocamento randomico precisa ser feito

individualmente para-cada tridngulo, ou seja, para cada
ponto inserido.

Chamemos zu, a contribuigdo da interpolagdo
para a cota do novo ponto p. Entdo
Zp=Zgpc t d
onde
Zabe = (23 t 2+ 7) / 3.

E necessario encontrar a variancia de d de forma a
compatibilizar com os requisitos de movimento
Browniano fraciondrio, que se referem a incrementos,
ou scja, diferencas de cotas entre pontos. Para isso,
facamos uma translagdo, de forma a gerar expressdes

entre incrementos_, tornando uma das cotas , digamos
Zq, igual a zero :

ZpZa = (ZabcZa) +d
Como (zgpe-z3) € d sdo varidveis aleatorias
independentes, pela propriedade (II) temos que

var(zy-z,) = var(zgpe-z,) + var d
¢ entdo
vard = var (Zp'Za) - var(zypezy) = A2 (%)
De (IV), a variincia desejada para Zpzy é

2H

2 2" 2

var(z, - 2,) = | (x, = x)? + (Y, - ¥a)® o2
Resta-nos avaliar a variincia de (Zabcza), © que
fazemos a partir da configuragfio atual dos dados na
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vizinhanga, considerando a varidncia das diferengas
(Zabe-Z*), onde z+ representa z,, zy, € Zc.

Finalmente, para a determinagdo do valor final de
A2, devemos levar em conta que, devido a
irregularidade dos tridngulos, esse resultado ndo € o
mesmo se a translagio realizada no eixo Z, para gerar
expressdes entre incrementos de cotas, for feita com
base em um dos outros dois vértices do tridngulo. Assim
sendo, o processo deve ser repetido para cada um dos
vértices, resultando em trés valores para d: d,, dy, € dc.
Visando a equiparagdo da influéncia dos trés pontos,
consideramos d como sendo a média dos trés valores:

d=(dy+dp+dp)/3
e, como as trés componentes da expressdo a direita sdo
variaveis aleatdrias independentes, a propriedade (II)
permite considerar

vard = (vard, + vard, +vardg) /9 = A2 (VD

simplificando o célculo de d a um q1nico sorteio
aleatorio.

4. Implementagio

Utilizamos como ponto de partida um subconjunto dos
modulos de construgio e manutengio de uma
triangulagdo de Delaunay no plano, descritos em
[Neves(1988)], implementados em Pascal.

Sobre esse nucleo, implementamos o processo de
refinamento da triangulagdo. Esse processo tem como
um de seus parimetros o numero de pontos a serem
inseridos e, para cada insergdo, escolhe aleatoriamente
o tridngulo onde ela se dard, sortcando um ponto
qualquer, com distribuigdo uniforme dentro do dominio
definido pelo fecho convexo dos pontos existentes, €
determinando o tridngulo sobre o qual o sorteio incidiu.
A insergio ¢ feita no baricentro desse tridngulo.
Também & possivel controlar a dimensdo fractal ¢ a
varidncia dos incrementos, caracteristicas estas que
podem ser diferenciadas por regides. Caso essa
diferenciagio exista, as regides sdo definidas por
centros de influéncia, cada um deles caracterizado por
sua posi¢do no plano XY, pela dimensdo fractal e
varidncia dos incrementos de z para distincias
unitarias. O programa interpreta como regido de
abrangéncia de ‘cada um desses centros, o poligono de
Voronoi a ele associado, em relagdo aos demais centros.
Os casos de fronteira s3o resolvidos trivialmente,
considerando que o ponto pesquisado pertenga a regido
de influéncia do primeiro centro encontrado, sobre cuja
fronteira ele se situe.

Caso as variancias iniciais nio sejam fornecidas,
sera determinada a varidncia caracteristica dos dados
iniciais, ficando esse valor associado a todos os centros
de influéncia.
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O caso de ndo especificacdo da(s) dimensdo(3es)
fractal(is) ndo ¢ tratado no estigio atual da
implementagdo. Deixamos como sugestdo, para uma
versdo futura, as propostas de estimagdo da dimensdo
fractal inerente aos dados iniciais apresentadas em
[Polidori(1991)].

Quanto a avalia¢do da variancia de (zgpc-Zy), que
deveria ser feita para cada tridngulo, adotamos, por
simplicidade, o procedimento de calcular essa varidncia
levando em conta toda a massa de dados existente em
um determinado estigio. Esse valor continua sendo
usado para novas insergdes até que o niimero de pontos
seja duplicado, quando entdo o calculo € refeito.

Consideramos esse critério razodvel pelas razdes
que passamos a expor. O numero total de tridngulos, t,
em uma triangulagdo qualquer ¢ dado pela férmula
[Mauss (1984)]:

t=2(n-1)-m

onde n é o total de vértices ¢ m é o nimero de vértices
pertencentes ao fecho convexo. Considerando que os
vértices estdo distribuidos uniformemente em um
dominio definido por um poligono, m ¢ muito pequeno
em relagdo a n [Preparata-Shamos(1985)]. Sendo assim
o namero de tridngulos é proximo de duas vezes o
numero de vértices da triangulagdo e, portanto, ao
inserir uma quantidade de novos pontos igual a que
existia no inicio de um estagio, quando a varincia foi
calculada, terdo sido processados pouco mais da
metade dos tridngulos existentes naquele momento.

Em uma abordagem mais rigorosa, pode-se definir
uma vizinhanga restrita para cada tridngulo, sobre a
qual serd calculada a varidncia de (zgpczy), valida
apenas para o tridngulo em questdo.

No final deste texto encontram-se algumas figuras
correspondendo, respectivamente, a: a) versdo colorida
da figura 3, representando os dados iniciais (cerca de
1000 pontos); b) superficie fractal obtida a partir dos
dados da figura 3, pela inser¢do de 40.000 pontos na
fase de refinamento, com dimensdo fractal 2,15; c)
obtida como no caso anterior, com dimensdo fractal 2,5.

5. Avaliagdo

O processo incremental de construgdio de uma
triangulagdo, adotado neste trabalho, tem complexidade
de tempo O(N2) no pior caso [Guibas-Stolfi (1985)]. No
entanto, através de uma pré-ordenagdo baseada em uma
arvore quaternaria, esse processo ¢ realizado em tempo
linear na média [Ohia et al. (1984)].

A forma aleatdria adotada na escolha de tridngulos
para insergdes, exige esforco equivalente ao de
construgdo de uma triangulagdo a partir de um conjunto
qualquer de pontos, apesar de serem essas insergdes
realizadas em posigdes particulares (baricentros de.
tridngulos existentes).
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Foi experimentada uma forma ndo aleatéria para
essas insercdes, baseada em um processamento
ordenado dos tridngulos existentes. Essa opgdo fornece
um resultado teérico mais vantajoso, O(N) no pior caso
(ndo incluindo a geragdo da triangulagdo dos dados
iniciais).

A escolha do processo aleatorio deveu-se & maior
uniformidade da distribui¢do final dos pontos ¢ a uma
menor tendéncia & producdo de tridngulos degenerados
(muito delgados) nas bordas.

E preciso considerar, também, o custo de avaliagio
da varidncia de (zypc-z,). A complexidade em tempo da
forma simplificada adotada para o calculo desse
parametro ¢ O(N), onde N ¢ o nimero de pontos a
serem inseridos no refinamento.

Para vermos isto, consideremos K o numero de
elementos do conjunto inicial de dados. Como vimos, 0
nimero. de faces em uma triangulagio de pontos
uniformemente distribuidos ¢ um pouco menor do que
duas vezes o numero de vértices. Usando esse valor
como  pardmetro  representativo do  esforgo
computacional para o célculo da varidncia, temos que
no inicio do primeiro estdgio, quando existem apenas
K pontos, o nimero de tridngulos ¢ menor do que 2K;
no inicio do segundo estagio, existem 2K pontos e
menos do que 4K tridngulos; no inicio do /-ésimo
estagio, existem 21k pontos e o numero de tridngulos
¢ menor do que 21K.Supondo que no decorrer do /-
¢ésimo estagio o niimero de insergdes alcance os N novos
pontos requeridos, podemos afirmar, sobre o total de
tridngulos (T) usados em todas as / avaliagdes de
variancia, que

[
T<2(K+2K+4K+.. +2"1K) ou T <2K 32!

F1

1
Observemos, também, que Y. 2" <271 v/

1
L S
eque 2> 2% =32'>2
=1 1

1

Mas, N>KY 2*, porque, sendo, o processo teria
1

terminado no estagio anterior.

I -1
2N>2KY 281 =K Y 2i5 27K,

=1 1

Dai,

€, Como

1 -1 |
2KY 21 = 2Ky 2% 4+ 2K. 2" 1 <2N+4N =6N
i =1

=1

entdo, T < 6N, confirmando assim que o processo de
avaliagdio de varidncias adotado tem complexidade de
tempo O(N).

Essa conclusio permaneceria verdadeira se
adotassemos a outra abordagem a que nos referimos,
considerando uma vizinhanga restrita para cada
tridngulo, desde que essa vizinhanga fosse definida em
termos de um nimero maximo (constante) de
tridngulos.

6. Conclusio

O calculo da varidncia do deslocamento, feito
individualmente para cada ponto inserido, como no
esquema descrito, requer um esforgo computacional
significativo, que consiste do calculo da variincia de
(zabc-zg) € da aplicagdo das expressdes (V) e (VI), o
que ndo ¢ necessario, por exemplo, na abordagem de
malha quadrada. :

Quanto ao resultado visual, como pode ser visto em
[Peitgen-Saupe(1988)], o esquema de malha quadrada
induz a formag3o de estruturas lineares indesejaveis,
devido a regularidade da malha, que privilegia diregdes.
Essa caracteristica produz um efeito visual ndo natural
e a sua eliminagdo exige cuidados que aumentam o
custo computacional do método. Veja-se, por exemplo,
o procedimento de "adi¢Ses randomicas sucessivas”,
descrito naquele livro. '

Esse problema de diregdes privilegiadas ndo ocorre
no caso de malha triangular irregular, onde as diregdes
de arestas e formatos de tridngulos variam
constantemente ao longo do processo de refinamento,
para manter a validade do critério de Delaunay na
triangulagio.

Outra caracteristica da técnica utilizada neste
trabalho € que os pontos pertencentes ao conjunto de
dados iniciais permanecem sendo interpolados ao longo
de todo o processo de refinamento e, consequentemente,
no resultado final.
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Figura a: fotografia da superficie ajustada sobre os dados originais

Figura b: refinamento dos dados originais com dimensdo fractal 2,15

Figura c: refinamento dos dados originais com dimensio fractal 2,5
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