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UOONOCIYIBNTO DB FORMAS YBDIAN'l'B COORDINADAS LOGPOLAIBS 
CON INYWANCIA A ftASLAaONBS, I.OTAaOMBS Y BSCALADS 

Brao C..'lllldü PrSu•, ~ BlaDaelaknM• 
Bulqae Cara &epra•• 

• Facultad de IDpnier(a, Univel'liclad de Buenoe AinL 
** Conaejo Nacional de ID.ftllipcioDee Cientf&cu y Tbic:u, Arpatina. 

B.BSUMBN. Uno de loe objetiYoe princlpalee en YÍIÍÓD por computadora ee el reconocl­
miento de formas independientemente de 111 ubicacl6a, orienbcl6n o tamaiio. Loa !Mto­
doe no eetad.fl&icoe a6lo eon 6tilee cuando el objeto poeee la orientacl6D y tamaio del 
patr6D de referencla. Se propone una kauformada que renha bmriante a robcionel, 

eecalaje y trulacionee. 

1. LA ftANSFOBMADA DB FOUB.IBR. 
Dada una funci6n continua f(s, J), 111 m.uformada de Fourier (TF) • de&ne como: 

l +ool+oo 
F[l(s,r)J = G(l'tw) = -oo -oo e-i(~r~~+,.,lg(s,r)act, (1) 

Entre las propiedadee de la TF, • bien conocida la bmriancla de 111 m6dulo ante 
deepluamientoe, ee decir: 

(2) 

uí como 111 no invariancla ante rolaciones y eecalajes, i.e., dado el cambio de coordenadu 

y dado el cambio 

reeulta 

Sr=SCOIO-JieDO 

Jr = SleDQ + JCOI Q 

{

#'r= U COI Q- JleDO 
COD 

Wr = l'lleDQ + J COI Q 

Se= as 

Je = GJ 

{ l'e=~ F[l(s.,re)) = G(l'e,w.) con "'• = ~ 
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2. COOIDBNADAS LOGPOLAJlBS Y LA 'l'F. 

Proponemo. un primer cambio de coordeaadu: 

Definiendo ahora: 

G,(p,p) = G(p coe p, p1e11p) = F(l(s,J)) 

• fKil c:omprobar que: 

F(l(s;.,rr)] = G,(p, p- o) 

(• :reduc:e la robci6n a un delplaumieJdo 10bn p ), pero para el .:aJaie aú ao hay 
tal :reducci6n, Ja que: 

.r(l(s.,,.)J =a,(~,.,) 
Introduciendo un eepndo cambio: 

!!. = e' = c(•-loa•) = _., con 11 =A -logca 
• • 

El cambio de coordenadu a acloptar ...&. entonc:e.: 

Ahora: 

Gaoa,(l,p).,. G,( .. ,p)- G( .. coe p, e'MDp) ... J'(I(•,J)) 

Botando y •alando I( s, J) : 

Se obtiene que: 

con lo cua1 (por (2)): 

S.,.= Cll: COI O- CIJieDO 

Jr. = CII:IIDO + CIJ COI O 

F(l(s;.., ,..] = G~o.,(A -log ca, p- o) 

IF(F(I(s;..,,..)J]I = IF(J'(I(s,r)J]I 

(3) 

(4) 
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S. 'I'UNSPOIKADA LOGPOLAil. 

a) 0.0 coptipuo 
De ICUerdo con el J'e1111tado obWDido ea. (4), ya estamos en condiciones de dileiar 
n'tleltra Uauformada, que te calcula .P. la aipien~ 18C1lencia de IUbh"aufor-

madu 

i) Ttauformacla de Fourier } Obtenemoe invariaacia al 
ü) Modulo d•pluamien~o 

iv) Ttauformada de Fourier -en:aoe mvanaa~a 
üi) ConvenicSn a coordenadu logpolarel } Ob~- • • • 

v) M6dulo a rotaci6n y ~e 

b) DwrroUo JHY'I el çyn djeçrtto 
'1\-abajaremoe con un laUic:e redangular finito M x N y la funci6n: 

(
.. {i=O, ... ,M-1 

Xa,J)= . 
.1 =O, ... ,N-1 

COD la trauformada dilc:re$a de Fourier (Drr) 

.11-lN-1 
DFT (X(i,j)) = X(q,i) = k E X(i,j)e-J=r(k/.llilc+ttr/Nit) (5) 

•=0 1=0 

Siempre y cuaado todoe loe objei01 ro~011 e~ealadoe y buladadoe permanes­
can dentro dellaUic:e, loe Multad01 obWDidoe para el cuo continuo siguea. siendo 

rilidol. 

c) Conyeni6n a ccxmlmadu lotmoJarp para el CJIO ditcreto 
De la BeCUencia de nbb'anlformadu a aeguir en 3.a) la '6nica que no noe queda 
definida para el cuo dilc:re$o ee la conveni6n a coordenadu Jocpolarel. En este 
cuo adoptanmoe el cambio de coordenadas (3) de la siguienh manera: 
Para iodo ellaUic:e M x N en elelpacio ("'v>) banemol na cocrienadM y vemoe 
con qu6 punio • comçonde en el eepacio (i,j): 

Obeemmdo la exp. (6) vem01 que IUrpD loe aipienw incoD.Venienw: 
1) No podemoe barrer mtegramelde ellaüic:e (i,j) 
2) (,.coe v>1 ,.leDf>) no• un par ordenado de ea.teroe 

3) Para " chic:oe hay una graa p6rdida de n10luci6n 
Proponemoe hacer lo siguiea.te: 

(6) 

a) Centrar la DFT(X(i,j)) para (l,q) =(O, O) en el centro dei c:uadrado (tomemoe el 
cuo M=N) 
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b) Barremoe ti' entre 1 y ~ • Haclendo: 

,Pol f. ~I { la = O : ti' = p = 1 M 
la=M-1:tl'=p=T 

c) Barremoe tp entre O y 2 .. rad 
~ z .. 
y=f'M 

d) Detemünamol X(la,f') por ioterpolacl6o Jioeal: Si {~ = ~ 001 
f' coai< io < 

Jo=rlleDf) 
i+1, j<jo<j+1, t=i-io, m=j-jo: 

X( la, f') = X(i,j) • (1- t) ·(1-m)+ X( i+ 1,j) • t • (1 - m)+ 
+X(i,j + 1) •(1- t) ·m+ X(i + 1,j + 1) •l•m. 

e) Deec:anamoe loe valore~ de X(i,j) no barridoe por (la,V') en b úguloe. Bdo 
implic:an una ciena p6rdicla de aRu frecuenciu, que puede llegar a perjudicar 
oueltro c:luificador. 

f) CoDiicleramoe que la p&dida de neoluci6o cerca de (i,q) =(O, O) ao afeda dema­
siado el recooocimieo~ de formaL 

4. BXPBRDDNTOS. 

La limulaci6o rea1iada couidi6 eo iov.tJcu' la capacidad de la kauformada log­
polar para cluificar loe 10 dfcitoe. :r.toe fueroo poeradoe 10bre un ruter bioario de 
7 X 5 pjxell. 

Loe caradefta fueroo modificadoe, a saber: Uuladadoe, rotadoe y eacaladoe aobre 
una imapD de 16 x 16 pixela. Si coDiideramol que las ilúpo• uaualelaoo de 256 x 
256 pixela, YeiDQI que hemos trabajado bajo coodiciooeB de baja neoluci6o ex&remaa, 
elemento que acentda oueltl'OI reeultadoe. 

Lueco, cada uno de loe 10 dfcitoe moclificadoe fueroo cluiticadoe eeg6D uno de loe 
10 c:araderel oricinala Ya que oueltro mayor acento en ede trabajo • en la traaafor­
macla, y no en el IDModo cluifl.cador, hemoe efeduado la comparaci6o entre las nçec­
ti'ftl trauformadu de las mueltl'll a cluifl.car y loe pab'oDel origioalel por cuadradoe 
IDÍDiiDOI. 

O eea que, dada la traurormada logpolar de loe c:aradens origioalel: 

:X.,={X...(i,j), i,j=O, ..• ,M-1} w=0, ••• ,9 

Y la tl'&lllformada logpolar de loe caraderel mocliflcadoe: 

Y" = {Y"(i,j), i,j =O, ... ,M -1} p = 0, ... ,9. 
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Dec:icUNmol que Ja Vauformada Y ,a CXll'nlpOilde ai c:adder 1 K' li el error cuadii&Jc:o 
meclio: 

,_ =~r· IY.c.,,,- x..c•,;>r {"=o,···,· (llu} 
f=1 t;t, w = o, •.. , 9 (colamDal) 

.. mfDimo pera "' = i. Obtenemoe uf )a matril de loe ...,.... c:aadftticoe de 10 X 10: 

• =(e".,;"'"'= 0, ••. ,0} 

que llOII ela el error cuaddtic:o meclio de Jaa traulormaclu de loe 10 c:anct.. (dfcitol) 
moclilcadoe coa nlpedo a Jaa bulformaclu de loe 10 c:aracter. oripaalel. Cuaclo la· 
cluilcad6a • corneta el eleulleato del mfDimo (que -' aubnplo ea todOI b ~), 
elbd- la diapal prhadpal. 

a) 'l>v!yión 

AI Naliar como primenle cb pua~ e la hauformada Jospolar la Drr J obMaido 
• m6cluJo (3.a); J ai DO haber DiBpDa fuelde de error aqaf, Ja iJmrianda a trula­
c:ioa• • perfeda. La di~FDal priac:ipa1 de B • aala para trubd6D '4DiciiiMide, 
o bieD no nfre DiDpDa alteraci6n la mabis B toda, euaado • combina trubd6D 
COD !O&ac:i6D. 
11 por ello que DO iDclufmoe JÜDpDa limaJad6a ai napee&o. 

b) Bo*ari6D 
Lu ip. 1.0 a 1.0 llOII llllliRnD lol c:araet.. 0Jisina1e1 J lol ....,.c:tm. robdoe 
O,S radiaDel (•H). 01116rMe Ja cleformad6D que acarrea Ja !Otadál coa iau baia 
r.olad6D. 
La TabJa I DOI ela Ja COI'I'elpOildie matril B. Vemo~ que loe elemeato. de la 
diapal princ:ipaliOD aiempre lol ~de cada tJa, por lo que lol10 dfcib IOD 

cJaaillcacb correetameaie. 
Para 000 (r/2 radiaael}, ai DO haber ~ del dfcito, loe .....__de la 
cfiacoul priac:ipa1 deberfan tender a O. Bato • ericlencla ea Jaa 6p. 2.0 a 19; J ea 
Ja T&bJa 11. El ordeD de b eleoatol de la diacoul principalea 1o-1 • 

Procedienclo de eala maaera hemoe coaa&raiclo la Tablam, que peradiliiDto. úpiOI 
de 10tacl6n DOI da la cauiidad de caradenl eiepb c:cmdamenie J la IUIDa de 101 
elemento. de la cliapnal priDc:ipal, como indicativo de la demaci6n de lu traaab­
madu, idealme!de bmriaatea. 
Tal como lo bemol adelautado, a1 nalilar eaiOI experimento. • 32 x 32 pixell, la 
TabJa VII muedra c6mo lol10 dJcib 1011 c:lalificadoe cornctamenie pera cua1quier 
6aplo (patroa. de 14 )( 10 piDII). 

c:) ...... 
Hemos obeemdo una grau aeuibiliclad de Ja iraulformada al eacalaje. Los ~ 
cb IOJl l&iWadoriol para eiCalaj•lmperceptiblel coa bD baia ~luci6D. 
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d) lbid2 
Si biea la teoria ao prw4 immmidad de .ta trauformada al raido, al~er la Tr ua 
funci6a intepadora, • eapenda c:ierta capacidad • tal181lticlo. 
Se proc:edi6 a COidamiaar lu ~ con raido biurio incMpac:lieate; • decir que 
hay ua probabilidad p de que cada piDI, indepeadieJdemente, invierta 111 ftlor de 
O a I o Yicnwa. 
Para un Dive1 de raido del 1.1" lol reAlbdoe 100 lu ftp. 3.0 a 3.9 y la maUis 
B de la '1\bJa IV. S6lo c1Milc6 ......suai!MIIte el clfsito '3'. Para un Dive1 de raiclo 
del 2."' obteaemc» lu ftp. 4.0 a 4.1 y la '1\bJa V. Aqul, con ua COIIIiderable 
delormaci6D de a caracter., c1Milc6 c:orredamellte 6 de alo caraeta.. 

5.CONa.tJSIONBS. 

Hemo~ prellelltado un maodo para cluiftcar objeto. eD doe dim.eiUiionee buado en 
lu prop~ de lu coardenadal JocpolaNI y 111 relad6n con la tnuformacla de Fourier 
en doe Ylriablee. 

Loe nnltadoe de combinar rotaci6D y frulad6n haa lido m:elent., au.n COJl ~ 

nee de taa haJa reeoluci6n (16 x 16 pixell). En el caao del ~ loe reeaHadoe ao han 
lido taa l&tilfadoriol puee al rea1in.r la primera traDiformada la iDformaci6a l'lllp4ldo clel 
tamaio le dirunde muy npida~~ate '1 e6lo • ftiCllperable para c:onimieJdOI de tamaio 
mny pequeioe. 

Bl maodo, al estar compuesto por aubtraufonnadaa uaualel y rtpidaa (rl'l' o 
cambio de c:oorcleaaciM) • de Ucil implemmtaci6D. Si teDcsmc» pnMDte que lu im.,_ 
uaualelaon de 256 x 256 pixela y que loe objeto. pueden ocupar ua buena parte de la 
imapa, D Nl1llbdOI de -'e mftodo IOD exceJat.. 
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HAAA 
A A 
A A 
A A 
A A 
A A 
H H. A 

HAHH 
A A 
A A 
A A 
HHHA 

"' A 

"' A 
A 
A 
A 

AHHH 

2..:..2. 873.3 

373.3 2..:..2. 
409.7 892.4 

-42·L7 898.2 

3%.0 622.3 

409.7 892.4 

384.3 1025.5 

558.5 391.3 

444.9 1125.3 

340.6 873.9 

AAAH 
A 
A 

AHH 
A 
A 
AHH 

HH 
A A 
A A 
A A 

A 
A 
A 
A 

A AAH 

AAAH ,.. 
A 

HHA 
A 
A 

AAAH 

A A A 
A A A 
A A A 
A A A 
HHAH 

409.7 424w7 

892.4 898,2 

2..:.Q 189.5 

189.5 2..:.Q 

365.5 362.1 

257.9 189.5 

313.6 222.5 

574.2 573.1 

378.7 328.4 

332.7 299.0 

367 

HH 
A 
A 
A 

HHHA 

Ft~s. .2..0-2..~ 

AAAH 
A 
A 
AHH 

A 
A 

AHH 

A AHA 
A A A 
A A A 
A A A 
HH A 

3%.0 409.7 

622.3 892.'1 

365.5 357.9 

362.1 189.5 

2..:.Q 341.0 

341.0 0.0 

450.7 223.6 

315.3 571.5 

570.9 378.7 

299.1 254.3 

Tal.,la ][ 

384.3 

1025.5 

313.6 

222.5 

450.7 

223.6 

2..:.Q 

697.6 

199.9 

238.9 

HAH 
A 
A 
HAAA 
A A 
A A 
AHH 

AHHH 
A A A 
A A 
A A A 
HH A 

AHH 
A 
A 
A 
A 
A 
A 

A 
A 
A 
A 

AAHHA 

558.5 444.9 

391.3 1125.3 

574 .. 2 378.7 

573.1 328.4 

315.3 570.9 

571.5 378.7 

697.6 199.9 

..Q.,.Q 818.2 

818.2" 2..:.Q 

5~1.6 370.0 

HHA 
A A 
A A 
HAH 
A A 
A A 
HAH 

HAAHA 
A A A 
A A A 
A A A 
HHAH 

HHA 
A A 
A A 
AHH 

A 
A 
A 

HH 
A A 
A 
A A 

AHHH 

340.6 

873.9 

332.7 

299.0 

299.1 

254.3 

238.9 

551.6 

370.0 

Q.& 



0 .. 005 10 106.03 o 10 o.oo o lO 0.00 
0.006 10 111.49 10 10 135~.07 10 lO 190.37 
0.007 lO 137.53 20 lO 1648.11 20 c, 215 .. 4() 
0.008 9 134.81 30 10 1667.20 30 9 209.15 
0.009 10 129.45 40 10 1657.71 40 a 2:!6. 02 
0.010 9 !18.05 50 10 1629.02 50 c, 275.96 
0.011 9 181.26 60 lO 1681.4') &O •I 281.55 
0.012 10 176.52 70 lO 1663,77 70 10 220.91 
0.013 10 200.76 80 10 1311.16 ao lO 169'.33 
0.014 10 133.11 90 10 13;94 90 10 o:oo 
0.015 9 150.33 100 lO 1359.19 100 10 190.37 
O .OI(, y 212.:55 110 lO 1648.11 110 6 245.46 
0.017 7 :!44.09 120 10 1667.20 120 9 209 .. 15 
0.018 8 187.75 130 10 1657.11 130 8 236.02 
0.019 8 221.46 140 lO 1628.913 140 6 275.96 
0.020 8 193.80 150 10 1681.•16 150 4 291.55 
0.021 7 218.1 (J 160 10 166:1.78 160 10 220.91 
0.022 7 293.17 170 10 1311.33 170 10 169.33 o .0:!3 8 212.75 180 10 0.00 100 10 o.oo 
0.024 6 251.06 190 lO 1359.07 190 10 190.37 
0.025 9 218.06 200 10 1&48.11 200 G 245.46 
0.026 8 263.41 210 10 166'1.20 210 9 209.15 
0.027 8 290.31 220 10 1657.71 220 8 236.02 
0.028 7 2•15.35 230 10 1629.02 230 G 275.96 
0.029 8 260.70 240 10 1&47.07 240 7 237.83 
0.030 4 335.60 250 10 }(,63.77 250 10 220.91 
0.031 8 271.55 260 lO 1311.16 260 lO 169.33 
0.032 8 269.56 2'10 10 13.94 270 10 o.oo 
0.033 6 306.3f. 280 lO 1359. p~ 280 10 190.37 
0.034 5 331.67 2')0 10 1648.11 290 6 245.46 
0.035 5 314 .. 29 300 10 1667.20 300 9 209.15 .o .036 7 305.81 310 lO 1657.71 310 8 236.02 
0.037 5 320.49 320 10 1628.90 320 6 275.96 
0.038 7 342.50 J:lO 10 1647.03 330 7 237.83 
0.039 6 306.95 340 10 1663.7(1 340 10 220.91 
o .0•10 6 320.::!5 350 10 131l.:l3 350 10 169.33 
0.041 5 341•,13 360 10 0.00 360 10 0.00 o .0•12 5 337.71 
0.043 7 343.66 
0.044 5 333.26 

T~bla w TaL la III 0.045 G 342.67 
0.046 6 324.36 
0.047 6 36l.ll 
0.048 7 323.1lS 
0.049 5 367.41 
0.050 ,, 370.51 

Ta.1la 1ZI 
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HHA H~H ~ HHA AAHA A • A A A A A A A A A A A A A A A AAAH AHU HAH AHH A A A A A A A A A A A • A A A A HAH HHA A HHA AHH 

A HHA AHH A AHH HHA A A A A A A A A • A • A A A A A A A HA AHH HAH AHH A A • A A • A A A A A A • A A A • AHH AHHA • AAAAA HHA 

* • 
fi~s 3.0 -3.~ 

A AHH HHA AHH AHH A A • • • ~ " A A • • A A AHH Alc*.-AA • HHA A A • • • A • ,, • • A HAH HHA 
A A 

A 

A 
A AAHA AHH HAH AHH A A H • • A A • A 

A • • H~H HHA 
A HHA A • • A A • A A • A -AI...Jdr,Jc AHH A • • • 

• 
201.5 816.9 451.1 453.9 366.6 442.9 451.7 498.2 530.4 391.3 

831.4 323 .a 825.1) 850.2 576.4 027.7 982.0 342.8 1108.9 830.5 

420.2 844.8 282.1 310.2 346.7 337.3 410.7 492. o 520.1 379 .. 5 

101.7 927.6 1202.5[ 204.0 360.1 24.7 .9 259.0 588.8 357.7 253.2 

412.8 GS7 .e 407.3 429.5 ~ 404.6 497.9 341.0 623.2 332.1 

46!L7 935.5 276.3 248 .G 381.1 !2!..!2 298.5 604.8 411.9 319.9 

409.1 1016.7 337.4 277 .. o 436.1 234.4 ~ 678.9 310.3 220.5 

snt.4 397.7 c; o o .e 58'7. 2 345.9 594.7 712.2 l.!2.:..l. 829.1 573.1 

4~!8. 7 1121.6 363.7 332.7 562.4 375.4 199.9 807.4 .2.!!.& 351.4 

345.9 878.2 324.0 295.1 289.9 ::!1lJ.l 315.7 sr)1. a 369.5 110.3 

Tabla Til 



HH~ HH~ A A HH~ HHA 

A A A A A A A • 
A ~ A A * A * I< 

A * i< HH H I< H H H I< I< HH 

A * A A * A A A 

* * A A * A ~ I< 

I< HH H I< H * HI<H HHA 

A A 

A A A 

AMAI< HHA A A AHH HAAI< 

A A ~ ~ A ~ A A 

A ~ ~ A ~ A A ~ 

~ A A H HHA HHA AHH 

A A A A ~ A 

A A H A A I< A A A A • 
HH HAAH A HHA HHA 

A 
A A 

A 
A 

F;~, y o -'j.g 

A AAHA H H I< I< HH H I< H 

A A A A A A 

A A A I< A I< 

A AHH H H I< A HHA 

A A I< A A 

A A I< A ~ 

A HHA HHA A A 

A 
A A 

A HAH HHA AHH HHA 

A A AI< A A A A 

* A * * * I< I< I< 

A HHA H H I< A AHH 

A I< I< A 

* A H A '~ 

A H I< HH H H I< * A A 

A * 
A * * 

A 
A H 

~74 .6 689.3 535.8 5&5.5 376.0 538.7 643.5 l1o1. oi 756.3 '5'5'5 .. 6 

837.6 3%.9 820.0 847 .o 584.3 817.7 980.7 1375. li 1111.8 840.2 

432.5 840.5 404.1 453.9 116.5 471.6 '53'5.6 511.3 622.5 498.3 

3')9. 5 n3.1 \266.81 276.7 355.6 256.2 296.1 5lJ2.2 404.4 271.1 

505.3 644.3 446.5 489.9 251.3 440.7 583.2 376.2 700.9 452.8 

470.2 %8.5 327.7 304.3 414. s ~ 31"1.1 631.6 447.3 320.9 

444.1 915.2 tm.51 291.2 369.9 275.3 324 .. 3 580.5 446.6 293.0 

694.0 567.3 693.3 699.9 513.5 707.8 816.5 356.1 931.5 696.4 

402.3 1091.7 338.5 318.1 524.0 350.1 198.1 772.6 148.2 329.4 

324.1 848.7 357.9 389.8 289.7 354.1 378.8 517.9 488.8 248.5 

Tal. la v 




