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RESUMO - A codificac@o em piramide tem sido estudada ultimamente
visando transmiss@o/codificacdo progressiva de uma imagem. Aqui
propomos novo esquema de dizimacdo, adequado & interpolacdo atra-
vés de filtros FIR bidimensionais. Estruturas polifidsicas destes
sdo apresentadas, bem como interpoladores bidimensionais baseados

na Convolugdo Cubica.

1. INTRODUGZO

A codificagdo em piramide consiste na representacdo da
imagem original com diferentes resolu¢des. Com isto, & possivel
perfazer uma transmissdo progressiva e, simultaneamente, reduzir
a taxa de bits/pixel para codificag¢do. Tal procedimento pode ser
de grande utilidade para consulta a bancos de imagens via canais
de faixa estreita ou sistemas de processamento lento, porém nada
impede de aplicar esta codificacdo para simplesmente reduzir o

montante de dados requeridos e melhor codificar a imagem.

Imaginaremos a imagem como uma matriz de NxN pixels de
forma que N seja da ordem de 512. Esta matriz, denotaremos por
X(ny, ny) ou X(n), A= {(ny, ny). Por todo o trabalho, utilizaremos
notacOes familiares a [1] para representacdo de sinais e sistemas

discretos multidimensionais.

2. PIRAMIDE REDUZIDA

Se prefiltrarmos X(n) adequadamente, podemos representar
esta versdo filtrada, fielmente, com 1/4 das amostras originais,
obtendo
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Xogp(n) = X(rn) filtrado (E1)
Xl(ﬁ) = XOF(ZE) (E2)

Ly(n) seria o primeiro nivel da pirdmide e, repetindo o
processo com X;(n), obteriamos novo nivel e dai por diante. De

forma geral

Xipp (W) = Xjp(2p) (E4)

Ll(ﬂ-) = Xl(ﬂ) - XiF(Zl_) i=0,1,...,M-1 (ES5)

Este é o principio das pirdmides Laplacianas ou Gaussia-
nas [2] e neste referéncia o principio pode ser melhor compreen-
dido. Em [3], esforgos s3o realizados de forma a definir pirami-
des reduzidas, nas quais o nUmero de amostras (nodos) representa-
dos em todos os niveis se soma a N2, ou seja, o numero de pixels
originais. No primeiro caso, se M >> 1, ent3o o nimero de nodos

& cerca de 1/3 maior que o original, ou

M-1 2
Nyopos = L N%/4K = (NZ + g )(1 - 174" 1y = N2 4 N2/3 (E6)

Para reduzir esta total a N2, basta n3o prefiltrar o si-

nal, sub-amostri-lo e interpola-lo, tomando Ly (n) como

Ly () = Xy (n) = X(1q) (0) (E7)

Porém, 1/4 das amostras de Lk(ﬂ) devem ser descartadas
pois, como ndo houve prefiltragem e a interpolacio nio deturpou
as amostras originais, tais amostras ser3o sempre nulas. Dai, o
nimero de nodos total se reduzird 3 N2. As referdncias [2] e [3}]
melhor explicam codificacdo em pirdmide e [4) e [5] tratam dos
interpoladores para sinais unidimensionais, respeitando a restri-
¢do acima citada. A extens3o bidimensional destes serd feita pos-—

teriormente.
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3. ESTRUTURA POLIFASICA BIDIMENSIONAL DO INTERPOLADOR

Na secdo anterior, foi suposto gque a sub-amostragem ou
dizimacdo era retangular, como na Figura 1, e, ndo havendo pre-
filtragem, Xp,.1(n) = X (Vn) e Xy, q(n) = X(gkﬂ). Sendo V uma ma-

triz de sub-amostragem definida como

Q1 0 (no caso Q1=0,=2)
v = (E8)
Y 0 0,

Um filtro FIR interpolador unidimensional pode ser divi-

dido em seus sub-filtros polifdsicos definidos por [4] e [5]

h (n) interpolador FIR fase nula

h(nQ + 1) i=0,1,...,0-1 (E9)

I

hi(n)

Em cada periodo de Q amostras, uma & a original, Q-1
devem ser interpoladas e existem Q sub-filtros polifasicos, um
para cada amostra a ser interpolada. Como uma & original e deve

ser mantida, ho(n)= §(n), restando-nos projetar os Q-1 restantes.

Para extensdo ao caso bidimensional, seja (E8) e:

>
-
|

(Q1r Q3)

<
=]
]

(0, 0)

Além disto, seja S o operador de superposigdo {para li-
dar com as diferentes taxas de amostragem entre h(n) e os sub-fil

tros) suplantando a somatéria. Teremos:
hij(nll n,} = h(Qy ny + i, Qpyny + 3) (E10)

01-1 0,-1
h(nl, n2) = S S h(Q]_ nl + i, Q2 1’12 + ]) (Ell)
i=0  §=0
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Em notacao vetorial, sendo ET = (i, 3), 0 £ i <Qi;

0 £ 3 < Qy, temos

2 2
h(n) = S hpn) = S h(Vn+k) (E12)
B R
E, novamente,
hy(n) = 8(n) (E13)

0 nosso caso de interesse, se restringe a Q) =0y = 2 e
Vv = 21, sendo I a matriz identidade 2x 2. O numero de sub-filtros
polifdsicos, bem como o tamanho do periodo de sub-amostragem, é
dado por D = |det(!)| = Q1 Qy = 4. Como conhecemos um destes por
(E13), resta-nos 3 filtros a serem calculados. A Figura 2 jlustra
um destes periodos e denota trés amostras no plano por a, b ecg¢,
sendo que cada uma corresponde a um sub-filtro polifasico, sen-—
do interpolada por este. Suponha que o interpolador seja 7x7,
entdo a Figura 3 mostra as amostras de h(n) correspondentes a ca-
da sub-filtro. Nesta figura, 0's e l's sdo valores reais da amos-
tra, ja& computando hj(n). A andlise desta figura nos leva a con-
cluir que, para cada_amostra, devemos realizar uma filtragem com

12 ou 16 coeficientes de h(n), ao invés dos 49 iniciais.

Para simplificar a notacgdo, indicaremos os coeficientes
de um filtro unidimensional por um pseudo-vetor e por uma pseudo-

matriz o filtro 2D, Como hg(n) = §(n), entdo:
hl(n) = [a2 0 aj 1 aj 0 a2] (E14)

Para projetar o interpolador 2D, podemos utilizar Res-
posta Impulsiva Separdvel ou a Projeto pela Transformacdo de
McClellan [4], como em [6]. Porém, o ultimo, se aplicado a respos
ta impulsiva de (El14), formara um filtro FIR 2D que ndo atendera
(E13). Se tentarmos encontrar uma transformacgao com isopotenciais
menos arredondadas, iremos nos aproximar de um filtro com Respos-

ta Impulsiva Separdvel. Por isto simplificamos, e fizemos

h(nl, n2) = hl(nl)hl(nZ) (E15)
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a 0 ajap; ap; ajaj 0 a,

aja, 0 ai aj ai 0 aja,
h(nl, n2) = a2 0 al 1 al 0 az (E16)
2 2

ajajy 0 aj aj ajy 0 ajay

hg(ny ny) = |3z a3 ap 2 = hg (ng n,)" (E17)

2 2
az alaz a1a2 a2
2 2
ajar al al ajap
- alaz al al a1a2

a2 alaz alaz ag

Note que 4 e ¢ seriam interpolados unidimensionalmente,
mas iremos modificar a sub-amostragem de forma a sempre s utili-

zar hyl(n).

4. DIZI! ACXO E INTERPOLACAO PROGRESSIVAS

4.1. Di:imacao

Nas sec¢des anteriores consideramos, apenas, sub-amostra-
gem retangular. Se dizimarmos progressiva e sucessivamente com

Q0 = (2, 2) teriamos as seguintes matrizes de dizimacdo (sub-amos



tragem) :

Yo=1

V=21
_ ok

V= 2%1

17

X(Vpn) = imagem original

(E19)

Em X(!kg), a densidade de amostras coletados por ori-

ginais seria

Se, ao invés,

Notariamos que

1
dyk-1 = 5
2
_ 2k
-k

Isto implica num maior ndmero

fizéssemos

1

2(k-1)

ou

(E20)

(E21)

(E22)

de passos para a formagao

da pirdmide, porém obteriamos duas vantagens basicas para reducao

da entropia da codificacgao.

Para analisar a primeira vantagem,

voltemos a figura 2. Note que comas dizimagdes sucessivas de (E21),

reconstruiriamos o valor de b, para em seguida interpolar aec.
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Seja V=V, e e o erro de interpolacdo de a. Dai

H(eg|z=!2) 2 H(eg|g=g1) = H(engyz; b) (E23)

com H(e) sendo a entropia do erro de interpolacdo.

Vv, configuraria dizimacdao hexagonal que permitiria uma
interpolacdo mais eficiente para sinais circularmente limitados.
O sinal, na realidade, ndo é limitado, mas a mesma afirmagdo vale
para banda base circular, ou aproximadamente. Isto é toleravel,

admitindo um modelo isotrépico para imagens.

Na Figura 4, pode-se ver a dizimacdo hexagonal para re-
composigdo de a, mas todos os resultados acima podem ser extendi-
dos para c¢. Além disso o raciocinio aqui aplicado também pode ser

extendido para gqualquer X(gzk_lﬂ) e X(!Zkﬂ).

4.2. Interpolagdo

0 segundo fator de redugao de entropia, se baseia no fa-
to que para aproximar X(V, _qn) a partir de X(V,, n) s6 necessita
mos utilizar hp(n), que & um filtro polifdsico que pondera amos-
tras bidimensionalmente e & mais eficiente. Por outro lado, para
aproximar X(Eékﬂ) por X(!ék+lﬂ)’ também podemos utilizar apenas
hb(g). Voltemos a figura 4 para interpolar X{(n) via X(glg), e,
no caso desejamos interpolar a . Adotando novos eixos de coorde-
nadas modificariamos os indices para obter X(ni, né) = X(n"). A
partir dai & facil ver gque novamente poderiamos aplicar um

hb(ﬂ')' desta vez ao longo das direg¢des inclinadas.

Portanto, hb(ﬂ) seria o Gnico interpolador utilizado na
pratica, j& que hg, Ea e h, seriam dispensados. Com isto teriamos
interpolacdes eficientes, reduzindo a entropia dos erros que com-

poem a piramide.

5. INTERPOLADORES PRATICOS

Como vimos, sd necessitamos projetar hy(n), que deve le-
var em conta os recursos computacionais disponiveis. Tomamos como

exemplo um filtro h(n) de ordem 7 x 7, mas, para g = (2,2) e in-
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terpolando uma das 3 amostras restantes, podemos ter ordens
2M+1 x 2M+1 (M impar) & escolha; gerados a partir de

hj (n) =[aM+l, 0, -eey ay, 0, @, 1, a;, 0, ay, ..., 0, aMH_:l
2 2

Tal interpolador unidimensional pode ter aproximacdo de

M+1 . - s . .
ordem < Em muitos casos & necessirio reduzir M ou aplicar

outro esquema. Para M= 3, podemos utilizar uma extensio discreta

do NGcleo de Convolugdo Cilbica de Keys {7] [5], neste

hi(n) = [-1/16 0 9/16 1 9/16 0 -1/16]
gerando
1 -9 -9 1
-9 81 81 -9 1
hy(n) = x ——
= -9 81 81 -9 256
1 -9 -9 1

Se fizermos M=1, a melhor opcdo seria uma aproximacao

planar, ou

1/4 1/4

hy(n) = [1/2 1 1/2] hp (n)
1/4 1/4

Neste Ultimo caso, a amostra a ser interpolada é, sim-
plesmente, a média das amostras proximas a seu redor. Outra forma
de interpolagdo atendendo (E13), mas fazendo interpolacdo apenas
ao longo de duas direc¢8es ortogonais, pode levar a bons resultados
mas utilizando 8 coeficientes ao invés de 16 (no caso M= 3), Utili-

zando M=3 e a Convolugdo Cibica, teriamos
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hny = -1 0 9 16 9 0 -1 xi
16

9 o 0

=1 0

Este filtro deve ser utilizado nas sub-amostragens hexa-
gonais nas quais o elemento central & desprezado, ja que ndo in

terpolaremos amostras ja& existentes.

6. CONCLUSKO

Propusemos, agui, um método para implementagdo da codifi
cacdo em piramide, baseando-nos na estrdtura polifadsica de um in-
terpolador. Com isto formamos uma pir@mide reduzida (N2 nodos) ,
com uma. reducdo de entropia dada pela eficiéncia dos filtros FIR
interpoladores em face da dizimacdo hexagonal. A principal idéia
era a de conduzir o processo de forma a sempre recairmos neste
procedimento de sub-amostragem e, por tal motivo, a compressdo de
dados na codificacdo sera maior do que nos métodos convencionais
que exploravam dizimacles retangulares e interpolacdes menos tra-
balhadas. Resta-nos, por ultimo, ressaltar que o método aqui des-
crito é apenas o primeiro passo na intencdo de desenvolver uma

codificacdo em pirdmide com alto desempenho.
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FIGURA 1 - DizimacZo retangular, indicando

regific de suporte do filtro para interpolar
amostra e.
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FIGURA 2 - Periodo de

subamostragem, indicando amostras
a serem interpoladas.

FIGURA 3 - Posicd3o das amostras

dos subfiltros de um

interpolador 7x7 para dizimac3o
retangular com Q=(2,2D.

FIGURA 4 - Dizimac3o Hexagonal,
faltantei da
ar e elixos

irstasaade WA

auxiliares inclinados.



