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GAMAT2 - GERADOR AUTOMATICO DE MALHAS TRIANGULARES 

DE ELEMENTOS FINITOS UNEARES E QUADRÁTICOS 

Ant.onio C. S. Guimarães e Raui A. Feijóo 
Laborat.ório Nacional de Comput.ação Cient-if"ica 

Rua Lauro Muller 455 .• 22290, Rio de janeiro, Brasil 

RESUMO O presente t.rabalho tem por objetivo apresentar o 
desenvolvimento do pro~rama GAMAT2 que permit.e a ~eração 
aut.omática de malhas de elementos Unitos de tipo trian~ular 

linear ou quadrát.ico em re~iões bidimensionais arbitrárias 
mult.iplamente conexas. 

1. INTRODUÇÃO 

O Mét.odo dos Elementos Finitos <MEF> é uma das f'erramentas 
disponi veis atualmente que se caracteriza por sua versatilidade e 
por sua capacidade em resolver os problemas, cada vez mais 
complexos, que sur~em na en~enharia. Uma das dif'iculdades no 
empre~o do método reside na preparaçao dos dados a serem 
lornecidos aos pro~ramas de cálculo. Est.a etapa geralmente consome 
muito tempo, é tediosa e causadora de inúmeros erros. 

Uma et.apa importante na preparação dos dados é a relacionada 
com a malha de elementos Unitos, det'inição das incidências e 
coordenadas dos nós necessários para ist.o. 

Nos últ.imos dez anos, numerosos pesquisadores vêm 
concentrando seus trabalhos no desenvolvimento de técnicas 
automáticas de geração de malha como meio de reduzir o tempo e o 
esf'orço necessários para elaborar os modelos de elementos f'initos:. 

Os ~eradores aut.omát.icos de malhas mais conhecidos empre~am, 
entre outras, alguma ( ou a combinação) das seguintes: t.écnicas: 

- t.riangularizações automáticas (1-61, 
- t.ranslormação de coordenadas e 
- mapeamentos conlormes, isoparamét.ricos, t.ran.sH.nit.os 

[7-131, 
- árvores modiHcadas (14-161, 

Nos t.rabalhos de Thacker (171, e de Ho-Le [181, pode-se 
encont.rar uma extensa bibliograf'ia, assim como uma classif·tcação e 
revisão dos trabalhos mais s:ignilicativos na área. 

O present.e trabalho t.em por objetivo apres:ent.ar o 
desenvolviment.o de um pro~rama de geração automática de malhas: de 
element.os Uni tos de tipo triangular em re~iões bidimensionais 
arbit.rárias. Baseado no algorit.mo propos:t.o por Lo [211, t·ot 
desenvolvido em lin~uagem C o programa GAMA T2. Os aspect.os mais 
relevant.es desta implement.ação assim como algumas aplicações, para 
most.rar a versat.ilidade do algoritmo, são apresentados a seguir. 

2. GERAÇÃO AUTOMÁTICA DE TRIÁNGULOS 

Ent.re as dif'erent.es técnicas de geração aut.omática de malhas, 
uma que se apresent.a como vant.ajosa quando comparada às outras é a 
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geraJ:ao aut.o~t.ica de t.riangulos. Ent.re est.as vant.agens podemos 
mencionar: 

- o domínio pode se-r- de f o-r-ma qualquer, simples ou 
mult.íplement.e conexo, 
os cont.o-r-nos do domlr.io podem se-r- t.ambém sumaR\ent-e 
complexos, sem por is"Lo afe"Lar a pe:r•formance do processo de 
geração, 

- não é necessário subdividir o corpo em sub-r-egiões convexas, 
o número de element.os em t.ox•no de um nó comum não est.á 
limitado e a posição rela"Liva dest.es nós não est.á 
prede"Lerminada por· al~~:uma fórmula ou transformação 
mat.emática, 
o t.empo necessá-r-io pa-r-a a c;eracão da t.riangula-r-ização é 
vir"Lualmente independente da t.opologia e da geometria do 
dominio bidimensional que se deseja t.riangularizar, 

Basicamente, a região bidimensional que se deseja 
t.riangularizar é particionada em uma ou mais s:ubregil!Ses. No caso 
par"Licular de uma triangularização homogênea <is"Lo é, todos os 
elementos tem aproximadamente o mesmo t.amanho), pode-se empregar 
uma só região, porém se recomenda a part.ição em mais de uma 
região, já que isto permit.ii·á reduzir os: t.empos comput.acionais: 
gastos na gex·ação da malha. Est.a part.ição põe em evidência uma 
série de cont.ornos que limit.am o dominio e permitem ca:l'acterizar 
cada uma das s:ubre~~:iões. 

o cont.orno de cada uma dest.as subregiões est.á ca:r•act.erizado 
pela união de segmentos de re"La e de circulo (a extensão a out.ros: 
t-ipos de curvas planas nao apres:en"La dificuldade alguma) 
orientados de manei:r·a tal que, quando o contorno é percorrido, a 
subre~~:ião encontra-se sempre á esquerda. Se a subre~~:ião é 
simplesmente conexa o ant.erior implica em: 

o cont.ox·no est.á t·o-r-mado poi• um laço fechado simples de 
segment.os de reta e c!.rculos:, 
o eont.orno será percorrido no sent,ido ant.i-horár\o. 

No caso de s:ubre~~:ião mult.iplement.e conexa, o cont.orno estará 
Cormado por vários laços fechados, o ext.erno percorrido no sentido 
ant.i-horário e os internos (t.antos quant.as aberturas internas 
existam na subregião) percorridos em sent.ido horário. 

Sobre cada um dest.es s:egment.os: de reta ou círculos: é ~~:erado 

um conjunt.o de pon"Los:. Est.es: pont.os: perrnit.em cons:t.rui:r· a list.a 
inicial dos se~~:ment.os que s:erao lados dos t.riãngulos: a serem 
gerados na subregião. Es:t.a list.a de lados: é comument.e chamada de 
"f'ront inicial" ou s:imples:ment.e de "fx·ont". 

Post.eriorment.e, o algorit.mo gera de maneil'a simples e 
eficient.e um conjun"Lo de nos: que pert.enecem ao int.erior da região. 
A list.a de nós assim ger·ados: s:el'á chamada de "nós: int.erio:r•es:". Com 
o "front. inicial" e com os "nós: int.eriores:" o algorit.mo conecta 
t.odos est,es nos: de maneira a gerar triângulos: que nao se 
superpõern, t.ais que a união dos: mesmos gere t.oda a s:ubregíão e, 
finalrnent.e, de t·orma o mais: equilát.era pos:s:tvel na medida em que 
os "nós int.eriores" o permit.am. 
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3. DEFINIG,ÀO DOS CONTORNOS E SUBREOIÕES 

Como já mencionamos, o pr-imeir-o passo no aJ.cor-it.mo conslst.e 
em car-act.er-izar- o dominio, que chamar-emos de CORPO, e cada uma das 
subr-egié5es em que f"oi par-t.icionado. Temos assim os secuint.es 
at.r-ibut.os par-a o CORPO: 

CORPO <cont.ornos; nos; subr-ect;;es> 

Os cont.or-nos f'icam def'inidos at.r-avés dos secuint.es at.r-ibut.os: 
CONTORNO <cont., noi, nof" • npart., t.ipo, coorxc, cooryc> 

onde: 
númer-o do cont.orno, 
númer-o do nó inicial, 
númex•o do nó f'inal, 

cont. 
no i 
no C 
npart. númer-o de par-t.içé5es que per-mit.e ao aJ.cor-it.mo cer-ar- a list.a 

11front.", 
t.ipo RETO ou CIRCULAR 
coorxc: coor-denada x do cent.ro do clr-culo <soment.e par-a t.ipo 

CIRCULAR> 
cooryc: coor-denada y do cent.r-o do clr-culo <soment.e para t.ipo 

CIRCULAR. 

Como podemos observar, para def"inir- cada cont.orno é 
necessário for-necer o númer-o do nó inicial e Cinal. Assim, par-a a 
car-act.erização dest.es cont.ornos é necessário ainda f"or-necer as 
coordenadas dest.es nós. Em out.ras palavras, os at.ribut.os dos NOS 
são as suas coordenadas: 

NOS <coorx; coory> 

Para facilit.ar a ger-ação 
dif"erent.es t.amanhos de element.os 
t.empo gast.o na geração, o corpo 
várias subl'egié5es. 

dos t.riângulos, permit.indo t.er 
no corpo, assim como diminuir- o 
pode ser par-t.icionado em uma ou 

Est.as regié5es podem sei' de t.ipo SHARP, 
OUTRAS, dependendo do t.ipo de reCinament.o e/ou 
int.el'iores a est.as subl'egié5es <f'iguras ta e ib). 

RADIAL, ANEL ou 
gel'ação dos nós 

A deUnição de cada uma dest.as r-egié5es depende do t.ipo. Em 
pal't.icular par-a t.odas elas é necessár-io f'ol'necer- quais são os 
cont.or-nos que as limit.am. Mas, dest.a vez, os cont.ornos deverão 
est.ar- orient.ados, ist.o é, o sent.ido noi~nof' deve ser- t.al que a 
região f'ique a esquerda (figura tb>. 

Por exemplo, a região de t.ipo OUTRAS (figura 1b) f'ica 
definida at.ravés dos se11;uint.es at.ribut.os: 

regi;o OUTRAS <ncont.; lcont., noi, noCJ L • 1, ncont.; h; nCix; 
L 

onde: 
ncont. 

cont. 
l 

noi-noC 
l l 

h 

lcx, cyJL , • 1, nfix> 

é o número de cont.ornos que limit.am a região de t.ipo 
OUTRAS 

numern do i-ésimo cont.orno da região 

nos inicial e f"inal do i-ésimo cont.ox·no or-ientado 

t.amanho médio do element.o 
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número de nós int.eriores :fixos 
coordenadas x e y do 1-ésimo nó :fixo 

Os nós :fixos const.it.uem um recurso disponivel ao usaario para 
que, durant.e a ~eraçlio dos t.riâneulos, cert.os nós est.ejam já 
pre-est-abelecidos Cacilit.ando a modela~em. 

cont 8 
6 

cont 907 

o 7• 
cont 1 cont 3 

cont 7 

111 

cont 6 5 

cont 2 

x. 

<a> <b> 
Fic;UI'a t: I - SHARP, 11 - RADIAL, 111 - ANEL, .IV - OUTRAS 

4. GERApÃO DO .. FRONT" INICIAL E DOS "NÓS INTERIORES" 

A part.ir da deCiniçlio das recUSes, o aicorit.mo procede a 
~eraçlio do que chamamos de '-':front." e de "nós int.eriores". 

Gerav=:;;o do "f"ront." 

A ceraçlio 
t.rabalhai'mos em 
se~uint.e :forma: 

do Cront. 
lincua~em c. 

Cica enormement-e simpliCicada 
Em e:feit.o o alcorit.mo ·procede 

ao 
da 

t> para cada cont.orno oont.i. de uma dada recilio se const.réSem os 

npart.i. secment.os (de t.ipo RETO ou CIRCULAR dependendo do t.ipo 

do cont.orno cont.i.) Ol'ient.ados e a inCormaçlio relat.iva a cada 

uma dest.es secment.os é inserida em uma list.a chamada "Cront.". 

Gerav=:;;o dos nni.s int.eriores" 

Embora exist.am diversas t.écnicas pal'a a cel'açao de nós 
int.eriores a uma re~ilio [17-201, adot.ou-se a pl'opost.a por Lo [211 
por sua simplicidade, por sua versat.ilidade para adapt.ar-se a 
qualquer t.ipo de dominio e por sua e:ficiência comput.acional. Assim 
o a!corit.mo procede a: 
2) a part.ir da inCormaçlio cont.ida em .. Cront." se calcula y mi.n e 

y ma.x da re~ilio, 
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5) 

6) 

7> 

8) 
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linhas horizont.ais imaginárias ent.re y mi.n e y mo.x são 

const.ruidas, sendo sua separação dada por h, t.amanho médio do 
elernent.o na região. 
para cada linha horizont.al dada pela equação y • H, se calcula 
as int.ersecç~es com cada um dos segrnent.os cont.idos em "f"ront.", 
em cada linha horizont.al t.eremos sempre um número par de 
int.ersecç~es que por sua vez são colocados em ordem crescent.e, 
ist.o é x

1 
< x

2 
< x

9 
< x

4 
<...< x

2
n (f"igura 1b>. 

asumindo . que exist.ern 2n int.ersecç~es, e t.ornando est.as 
int.ersecç~es de duas em duas <começando pela primeira e segunda 
int.ersecç~s) são gerados pont.os igualrnent.e espaçados na 
rnagnit.ude h. Est.es nós serão incorporados a list.a "nós 
int.eriores" se: 

a, dist.ància a qualquer nó de "f"ront." seja maior ou igual a 
0.7 l( h, 

- a dist.ância a qualquer nó de t.ipo int.erior f"ixo seja maior ou 
igual a 0.7 " h, 

repet.ir o processo at.é esgot.ar t.odos os pares de int.ersecç~es e 
t.odas as linhas horizont.ais imaginárias. 
incorporar na list.a "nós int.eriores" os nós f"ixos da região. 

As vant.agens dest.e proceso de geração dos nós int.eriores são 
óbvias e !"oram resalt.adas por Lo [211. Assim t.ernos, por 
exemplo: 

os nós int.eriores jé. gerados não precisam ser levados em 
cont.a na geração de um novo nó <a dist.ância ent.re eles ser&. 
sempre maior que 0.7 x h), 
nao é necessário implernent.ar nenhum t.est.e 
consist.ência como ocorre geralrnent.e 
comument.e exist.ent.es na lit.erat.ura [211. 

nos 
vigOl'OSO de 

procediment.os 

O ant.erior se t.raduz em um algorit.mo muit.o ef"icient.e, t.ant.o 
do pont.o de vist.a de sua irnplernent.ação corno do pont.o de vist.a da 
sua ef"iciência no ref"erent.e a t.ernpo comput.acional gast.o na get>ação 
dest.es nós int.eriores. 

A geração de nós int.eriores nas regi~es t.ipo SHARP, RADIAL e 
ANEL segue um procediment.o algo dif"erent.e ao ant.et>iorrnent.e 
descrit.o, que procura gerar um ref"inament.o progressivo. 

Considere dois arcos de circulas concênt.ricos e sejam d• e di. 

o espaçament.o ent.re os nós em cada um dest.es arcos, novos nós 
int.eriores são gerados de maneira a est.arem em um out.ro arco de 
circulo concênt.rico aos ant.eriores e caract.erizado pelas seguint.es 
expreç~es < Figura 2>: 

À • 
S+d • 
s + d, 

• 
d. s. d, • 

• 
d • 

exp <N . log ;>..) 

onde N é o numero de camadas de t.riãnculos a serem gerados ent.re 
ambos os arcos de circulo. 
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s 

li 
FigUI'a 2. 

5. GERAÇÃO DOS TRIÂNGULOS 

Tendo já const-ruidas as duas list.a "t'ront-" e "nós 
int-eriores", passamos a descrever como o algorit-mo procede a 
int-erconect-ar est.es nós de maneira a gerar a t.riangularização. 

Como já mencionamos e devido a orient-ação dos cont-ornos, ao 
percorrer no sent-ido noi-+not' qualquer segmento pert-encente a 
"t'ront.", a região a ser triangularizada sempx-e est.ax-á a esquex-da. 

Embora o contorno da região sempre seja o mesmo durant.e todo 
o processo de triangulax-ização, o mesmo não ocorre com o "t'ront". 
Na etapa inicial ambos são exat-amente iguais mas, a medida que um 
novo triângulo é gerado, o "t'ront." é modit'icado, assim como a 
lista de "nós interiores". O precedimento continua até que as 
listas "t'ront" e "nós interiores" não tenham nenhum elemento, isto 
é, estejam vazias. 

Para gerar um triângulo se procede da seguinte t'orma: 
1> da lista "t'ront." se constrói uma outr•a list.a contendo os nós do 

t'ront que chamaremos "not'ront". 
2> Se a lista "t'ront" não está vazia, se toma um element-o da 

mesma, por exemplo o primeiro da lista que chamaremos de 
segmento AB. O método consiste em escolher entre os nós 
existentes em "not'ront" e "nós interiores" o nó C tal que se 
encontre a esquerda do segmento AB e tal que o triângulo ABC 
seja "ótimo" em algum sent.ido que explicitaremos mais adiante. 
A escolha do nó C entre os nós de "not'ront" ou de "nós 
interiores" permite eliminar todo test.e de consistência 
associado à possiveis intersecções com a t'ronteira da região ou 
com os triângulos já gerados, o que garante uma grande 
et'iciência computacional do algoritmo. O único teste está. 
relacionado com a colocação do nó C em relação ao segmento AB. 
Isto é t'acilmente estabelecido exigindo-se que li.ABC > O (li.ABC • 
0.6 . AB " BC, á.rea do triângulo). 
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3> Escolhido o nó C, o secment.o AB é eliminado da list.a "front." e 

as list.as "front.", "nofront." e "nós int.eriores" siio 
at.ualizadas. 

4> O processo se repet.e at.é que as list.as "frorit." e "nós 
int.eriores" :fiquem vazias,, o que deve acont.ecer 
s:imult.aneament.e (figura 3). 

Escolha do ru':, C 

A escolha do nó C se realiza da secuint.e maneira: 
1> Se det.e:r-minam os nós c., e C

2 
t.aia que 

AABC > O e AABC > O 
:1. 2 

<AB2 + BC2> :S (A8
2 + BC

2> :S <AB
2 + BD

2> 
:1. 2 

V D e "nofront." e "nós int.eriores" 

2> A escolha 

t.riânr;ulo 
expreç~es 

ent.re os nós Ci e C
2 

é feit.a de maneira a escolher o 

mais equUát.ero possivel para o qual as seguint.es 
são calculadas <Lo [21]): 

Ot • AABC / (A8
2 + BC

2 + C A 
2> 

i t t t 

Ot • AABC / (A8
2 + BC

2 + C A 
2> 

z z 2 z 

~t • t..C BC / <C 8
2 + BC

2 + C C
2> ~ . - ~t f. z .. 2 2 :1. ' 2 

iJ • AACC / (AC2 + C C
2 + C A 

2> iJ . - iJ 
i :1. 2 :1. i 2 2 ' 2 i 

À • max (~i ' 8?, À • max <~2, iJ ) .. z 2 

Com est.es valores o nó C:t. é escolhido se o..,"Ai > o.
2

À
2 

e 

vice-versa. 

Fisura 3. Est.ásto int.ermedi~io da seraç~ de t.ri~ulos 
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6. REOULARIZ\(:ÃO DOS TRIÂNGULOS E NU~RACÃO ÓTIMA DOS NÓS 

DUI'ant.e o processo de ceração aut.omát.ica de elernent.os 
f'init.os, aJcuns dest.es element.os podem sei' cel'ados com uma f'ol'ma 
i~quada. Nest.es casos, t.écnicas de l'eculal'ização que pel'mit.am 
rnelhol'al' a malha l'esult.am sumament.e út.eis. Uma das t.écnicas de 
l'er;ulal'ização mais populal' é a "l'eculal'ização Laplaciana", adot.ada 
no pl'esent.e t.l'abalho, na qual se pi'OCUI'a est.ebelecel' a nova 
posição dos nós de maneil'a que os nós int.el'nos f'iquem no cent.N)ide 
do pol1gono f'ol'mado pelos element.os f'init.os a eles associados. 
Est.a l'eposição cel'alment.e é f'eit.a de maneil'a it.el'at.iva, embol'a 
esquemas dil'et.os exist.em na lit.el'at.Ul'a. 

Em aicuns casos, a "l'eCulal'ização Laplaciana" pode 
pl'oporcional' ainda element.os de f'orma inadequada. Hel'l'mann [71 
proplle nest.es casos uma l'eposição do nó int.erno dada pela 
expl'ess.íio: 

p • 
j 

1 

N <2 - w> 

N 

~ = 
1 

<P nj + p nl - W p nk) 

onde N é o número de element.os ao l'edol' do nó "1" e w <O :5; w :5; 1) 
é um coef'icient.e que caso t.ome o valol' w • O a expl'essão ant.el'iOI' 
col'l'espondera à re,;ulal'ização Laplaciana. Se w • 1 t.el'emos a 
t.écnica chamada de "isopal'amét.l'ica". 

Out.l'o aspect.o muit.o impol't.ant.e no pl'ocesso de cel'ação 
aut.omat.ica é o l'elacionado com a numeração dos nós e/ou element.os. 
Est.a nurnel'ação de nós e element.os deve sei' f'eit.a de maneil'a a 
l'eduzil' os t.empos comput.acionais necessâl'ios na mont.acem e 
l'esolução do sist.ema de equaçlles que SUI'Ce ao empl'eCal' o MEF. No 
caso de adot.al'mos uma t.écnica de l'esolução do t.ipo f'l'ont.al, a 
col'l'et.a numel'ação dos element.os é impol't.ant.e. Nos out.I'Os casos, 
t.ais como t.écnicas de Gauss ou Cholesld, é impol't.ant.e a numel'ação 
dos nós. 

Na pl'esent.e vel'sao do pi"OCI'ama GAMAT2 f'oi pl'evist.a a 
ot.imização da semi-lai"cUl'a de banda do sist.ema de equaçlles, ist.o 
é, os nós são numel'ados de maneil'a a minimizá-la [81. 

7. APUCAÇÕES 

EXEMPLO 1 
O exemplo 1 apl'esent.a a t.l'i&neulal'ização ant.es e após o 

processo de "smoot.h" do col'po empl'eCI'ado na f'icUl'a 1. O núrnel'o 
t.ot.al de nós cel'ados é de 869 e o númel'o de element.os quadl'át.icos 
de 412 <f'icUl'as 4a e 4b>. 

EXEMPLO 2 
A f'icUl'a 5 apl'esent.a em escala loc-loc os t.empos cast.os na 

ceração de t.l'iânculos pol' númei'O de element.os cel'adOS. Os 
equipament.os empl'ecados são um miCI'o comput.adol' XT com clock de 8 
Mhz e um AT com clock de 12 Mhz. A cUl'va "1 Rec. XT" COI'I'esponde à 
cel'ação de 50, 200 e 800 element.os t.omando-se apenas uma ~ecião. 
As CUI'Vas "4 Rec. XT" e "4 Rec. AT" COI'I'espondem à cel'ação de 200, 
800 e 3200 element.os t.omando-se 4 l'ecilles com 50, 200 e 800 
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element.os respect.ivament.e. Como se pode observar, é convenient.e a 
part.ição da re~ião em subre~HSes, jâ que is:t.o acelera o proces:s:o 
de ceração. 

Figura 4a: Sem SMOOTH Figura 4b: Com SMOOTH 

1000 

100 

lO 

10 100 --Figura 5. Per:Cormance 
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