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GAMATZ - GERADOR AUTOMATICO DE MALHAS TRIANGULARES

DE ELEMENTOS FINITOS LINEARES E QUADRKTICOS
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RESUMO - O presente trabalho tem por objetivo apresentar o
desenvolvimento do programa GAMAT2 que permite a geragio
automatica de malhas de elementos finitos de tipo triangular
linear ou quadratico em regides bidimensionais arbitrarias
mult.iplamente conexas.

1. INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) & uma das ferramentas
disponiveis atualmente que se caracteriza por sua versatilidade e
por sua capacidade em resolver os problemas, cada vez mais
complexos, que surgem na engenharia. Uma das dificuldades no
emprego do método reside na preparagdc dos dados a serem
fornecidos aos programas de calculo. Esta etapa geralmente consome
muito tempo, ¢ tediosa e causadora de inumeros erros.

Uma etapa importante na preparagdo dos dados ¢ a relacionada
com a malha de elementos finitos, definigdio das incidéncias e
coordenadas dos nds necessarios para isto.

Nos ultimos dez anos, NUMEerosos pesquisadores vém
concentrando seus trabalhos no desenvolvimento de técnicas
automaticas de geragioc de malha como meic de reduzir o tempo e o
esforgo necessarios para elaborar os modelos de elementos finitos.

Os geradores automaticos de malhas mais conhecidos empregam,
entre outras, alguma ( ocu a combinag@io) das seguintes técnicas:
- triangularizagles automéaticas (1-61,
= transformagdo de coordenadas e
- mapeamentos conformes, isoparamétricos, transfinitos
{7-131,
- Arvores modificadas (14-161,

Nos trabalhos de Thacker (17], e de Ho-Le I[18]1, pode-se
encontrar uma extensa bibliografia, assim como uma classificagio e
revis3o dos trabalhos mais significativos na area.

O presente trabalho tem por ob jetivo apresent.ar [
desenvolvimentoe de um programa de geragio automatica de malhas de
elementos finitos de tipo triangular em regifes bidimensiconais
arbitrarias. Baseado no algoritmo proposto por Lo (211, foi
desenvolvido em linguagem € o programa GAMATZ. Os aspectos mails
‘relevantes desta implementagio assim como algumas aplicagSes, para
mostrar a versatilidade do algoritmo, s3o apresentados a seguir.

2. GERACAO AUTOMATICA DE TRIANGULOS

Entre as diferentes teécnicas de geragdc automatica de malhas,
uma que se apresenta como vantajosa quande comparada as outras ¢ a
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gera;:éo automatica de tt-i;ngulos. Entre estas vantagens podemos
mencionar:

- o dominio pode ser de forma qualquer, simples ou
multiplemente conexo,

- os contornos  do  dominio  podem  ser também sumamente
complexos, sem por isto afetar a performance do processo de
geragao,

- nEo € necessario subdividir o corpo em subregiSes convexas,

- o numerc de elementos em torno de um ndéd comum nSo esta
limitado e a posigio relativa destes nés nio esta
predeterminada por alguma formula ou transformagio
matematica,

- o tempo necessaric para a gerac3o da triangularizag@o ¢
virtualmente independente da topologia e da geometria do
dominio bidimensional que se dese ja triangularizar,

Basicamente, a regifo bidimensional que se dese ja
triangularizar ¢ particionada em uma ou mais subregiles. No caso
particular de uma triangularizag8co homogénea (isto &, todos os
element.os tem aproximadamente ¢ mesmo tamanhod, pode-se empregar
uma s6é regifo, porém se recomenda a partigdo em mais de uma
regido, jA que isto permitira reduzir os tempos computacionais
gastos na geragdc da malha. Esta partigdo pSe em evidéncia uma
série de contornos que limitam o dominio e permitem caracterizar
cada uma das subregifes.

O contorno de cada uma destas subregifes esta caracterizado
pela uniio de segmentos de reta e de circulo (a extensio a outros
tipos de curvas planas nao apresenta dificuldade algumad
orientados de maneira tal que, quando o© contorno & percorrido, a
subregiio encontra-se sempre a esquerda. Se a subregiio &
simplesmente conexa o anterior implica em:

- o contorno esta formade por um lage fechado simples de

segmentos de reta e circulos,

- o contorno sera percorrido no sentido anti-horario.

No caso de subregiiio multiplemente conexa, o contornoe estara
formado por varios lagos fechados, o externo percorrido no sentido
anti~horario e os internos (tantos quantas aberturas internas
existam na subregidod percorridos em sentido horario.

Sobre cada um destes segmentos de reta ou circulos € gerado
um conjunto de pontos. Estes pontos permitem construir a lista
inicial dos segmentos que serdo lados dos triangulos a serem
gerados na subregifo. Esta lista de lados ¢ comumente chamada de
“front inicial” ou simplesmente de "front'.

Posteriormente, o algoritmo gera de maneira simples e
eficiente um conjunto de nos gque pertenecem ao interior da regiio.
A lista de ndés assim gerados seraé chamada de "nés interiores". Com
o "front inicial" e com os '"nds interiores” o algoritmo conecta
todos estes nos de maneira a gerar triangulos que ndo se
superpdem, tais que a uniiio dos mesmos gere toda a subregiio e,
finalmente, de forma o© mals equilatera possivel na medida em que
os '"'nés interiores" o permitam.
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3. DEFINICGAO DOS CONTORNOS E SUBREGIGES

Como ja& mencionamos, o primeiro passo no algoritmo consiste
em caracterizar o dominio, que chamaremos de CORPO, e cada uma das
subregiBes em que fol particionado. Temos assim os seguintes
atributos para o CORPO: -

CORPO <contornos; nés; subregioes>

Os contornos ficam definidos através dos seguintes atributos:
CONTORNO <cont, noi, nof, npart, tipo, coorxc, cooryc>

onde:

cont : namero do contorno,

noi : namero do né inicial,

noft : numero do né final,

npart : nimero de partigSes que permite ac algoritmo gerar a lista

“front',
tipo : RETO ou CIRCULAR
coorxc: coordenada x do centro do circulo {(somente para tipo

CIRCULARD>
cooryc: coordenada y do centro do circulo (somente para tipo
CIRCULAR.
Como podemos observar, para definir cada contorno é

necessario fornecer o numero do no inicial e final. Assim, para a
caracterizagdc destes contornos & necessario ainda fornecer as
coordenadas destes nés. Em outras palavras, os atributos dos NOS
s30 as suas coordenadas:

NOS <coorx; coory>

Para facilitar a geragdo dos triangulos, permitindo ter
diferentes tamanhos de elementos no corpo, assim como diminuir o
tempo gasto na geragdo, o corpo pode ser particionado em uma ou
varias subregiBes.

Estas regiBes podem ser de tipo SHARP, RADIAL, ANEL ou
OUTRAS, dependende do tipo de refinamento es/0u geragSo dos nos
interiores a estas subregiSes (figuras 1a e 1bD.

A definigdio de cada uma destas regiSes depende do tipo. Em
particular para todas elas ¢é necessario fornecer dquais s3o os
contornos gque as limitam. Mas, desta vez, os contornos deverdo
estar orientados, isto €, o sentido noi+nof deve ser tal que a
regido fique a esquerda (figura 1b).

Por exemple, a regidio de tipo OUTRAS (figura 1b> fica
definida atravées dos seguintes atributos:
r-egi;o OUTRAS <ncont; [cont, noi, l"nof]‘t . = 1, ncont; h; nfix;

lcx, (:ylL i = 1, nfix>

onde:
ncont : & o numerc de contornos dque limitam a regidio de tipo
OUTRAS
cont : numero do i-ésimo contorno da regifio
T

noi -nof‘ : nos inicial e final do i-ésimo contorno orientado
L

h : tamanho meédio do elemento
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numero de nés interiores fixos
coordenadas x e y do i-ésimo né fixo

nfix
cx. -cy,

Os nos fixos constituem um recurso disponivel ao ustario para
que, durante a geragiSo dos triangulos, certos nos este Jam ja
pre-estabelecidos facilitando a modelagem.
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Figura 1: I - SHARP, II - RADIAL, III - ANEL, IV - OUTRAS

4. GERA‘:XO DO "FRONT" INICIAL E DOS “NOS INTERIORES"

A partir da definigdo das regiBSes, o algoritmo procede a
geragd3o do que chamamos de “front.” e de 'nés interiores’.

Gerap;o do 'front”

A geracgdo do front fica enormemente simplificada ao
trabalharmos em linguagem C. Em efeito o algoritmo :procede da
seguinte forma:
1> para cada contorno cont,i. de uma dada regido se constrSem os

npart._‘ segmentos (de tipo RETO ou CIRCULAR dependendo do tipo
do contorno cont,,l) orientados e a informagdo relativa a cada

uma destes segmentos ¢ inserida em uma lista chamada “"front'.
Gera;:;o dos “nos interiores"

Embora existam diversas técnicas para a geragdo de noés
interiores a uma regiZo [17-20), adotou-se a proposta por Lo [21]
por sua simplicidade, por sua versatilidade para adaptar-se a
qualquer tipo de dominio e por sua eficiéncia computacional. Assim
o algoritmo procede a:
2> a partir da informagSc contida em “front” se calcula Yoin €

Y ax da regido,
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3 linhas horizontais imaginarias entre y e y s3o

min max
construidas, sendo sua separagdc dada por h, tamanho médio do
elemento na regido.
4> para cada ldnha horizontal dada pela equagdc y = H, se calcula
as intersecgBes com cada um dos segmentos contidos em "front',
5> em cada linha horizontal teremos sempre um nuimero par de
intersecgSes que por sua vez s3o colocados em ordem crescente,
isto & X, < X, < ®g < X, <..£ %, (figura tbd.

6> asumindo . que existem 2n intersecgles, e tomando estas
intersecglSes de duas em duas (comegando pela primeira e segunda
intersecgBes) s3o gerados pontos igualmente espagados ha
magnitude h. Estes nés serdo incorporados a lista '"nés
interiores" se:
- a distancia a qualquer nd de “front” =seja malor ou igual a
07 x h,
- a distancia a qualquer né de tipo interior fixo seja maior ou
igual a 0.7 x h,
7> repetir o processo até esgotar todos os pares de intersecgles e
todas as linhas horizontais imaginarias.
8> incorporar na lista "nés interiores" os nés fixos da regifo.

As vantagens deste proceso de gerag3o dos nés interiores s3o
o6bvias e foram resaltadas por Lo [21). Assim  temos, por
exemplo:

- os nés interiores j& gerados n3o precisam ser levados em
conta na gerag3do de um novo nd (a distancia entre eles sera
sempre maior que 0.7 x hd,

- n3o ¢ necessario implementar nenhum teste vigoroso de
consisténcia comoe ocorre geralmente nos procedimentos
comumente existentes na literatura [21).

O anterior se traduz em um algoritmo muito eficiente, tanto
do ponto de vista de sua implementag8ioc como do ponto de vista da
sua eficiéncia no referente a tempo computacional gasto na geragso
destes nés interiores.

A geragdo de nés interiores nas regiies tipo SHARP, RADIAL e
ANEL segue um procedimento algo diferente aoc anteriormente
descrito, que procura gerar um refinamento progressivo.

Considere dois arcos de circulos concéntricos e sejam de e d.L

© espagamento entre os nés em cada um destes arcos, novos noés
interiores sd3o gerados de maneira a estarem em um outro arco de
circulo concéntrico aos anteriores e caracterizado pelas seguintes
expregdes ( Figura 2>

S +d A -1 d
A w2 d= —m——— §, d =
S+d‘,_ A= 1 exp (N. log A>

onde N é o numero de camadas de trisngulos a serem gerados entre
ambos os arcos de circulo.



Figura 2.

5. GERACAO DOS TRIANGULOS

Tendo ja construidas as duas lista “front" e "'nés
interiores", passamos a descrever como o algoritmo procede a
interconectar estes nés de maneira a gerar a triangularizagfio.

Como j4 mencionamos e devido a orientagio dos contornos, ao
percorrer no sentido noilsnof qualquer segmento pertencente a
“front'”, a regifio a ser triangularizada sempre estara a esquerda.

Embora o contorno da regiio sempre seja o mesmo durante todo
o processo de triangularizag8o, o mesmo n3o ocorre com o "front®.
Na etapa inicial ambos s3o exatamente iguais mas, a medida que um
novo triangulo é gerado, o ‘'front"” & modificado, assim como a
lista de 'nés interiores'”. O precedimento continua até que as
listas “"front” e 'nés interiores” nio tenham nenhum elemento, isto
é, estejam vazias.

Para gerar um triangulo se procede da seguinte forma:

1> da lista "front" se constréi uma outra lista contendo os nés do
front que chamaremos '"nofront'.

2> Se a lista "front" n3o esta vazia, se toma um elemento da
mesma, por exemplo o primeiro da lista que chamaremos de
segmento AB. O método consiste em escolher entre os nés
existentes em “nofront'” e "nés interiores"” o né C tal que se
encontre a esquerda do segmento AB e tal que o triangulo ABC
seja "o6timo" em algum sentido que explicitaremos mais adiante.
A escolha do né C entre os nos de ‘'nofront” ou de 'nés
interiores" permite eliminar todo teste de consisténcia
associado a possiveis Intersecgles com a fronteira da regiSo ou
com os triangulos ja gerados, © que garante uma grande
eficiéncia computacional do algoritmo. O Unico teste esta
relacionado com a colocag3io do noé ¢ em relag8ic ao segmento AB.
Isto & facilmente estabelecido exigindo-se que AABC > O <(AABC =
05 . AB x BC, area do triangulod.
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3> Escolhido 0 né €, o segmento AB é eliminado da lista "front” e

as listas "front'", "nofront"” e nés interiores" sé@io
atualizadas.

4> O processo se rTepete até que as listas "front" e ‘'nés
interiores" fiquem vazias,. o - que deve acontecer

simultaneamente (figura 3).
Escolha do no C

A escolha do n6 C se realiza da seguinte maneira:
1) Se determinam os nés G‘ e (lz tals que

AABG’.) 0 e AABcz> 0
CAB® + BC)> < <AB® + BCD> < CAB® + BD®
¥V D € "nofront" e "nés interiores"
2> A escolha entre os nos (:1 e Cz é& feita de maneira a escolher o
triangulo mais equildAtero possivel para o qual as seguintes
exprec¢Ses sdo calculadas (Lo [211:
o, = AABC, / CAB® + B(':: + CAD
o, = AABC, / <AB® + BC, + czA’>
2 2 2
r?1 A(:‘BGz /s «:‘Bz + B('.:22 + 0201:’ ﬁz - ﬁ‘
8 m AACC 7/ C(ACT + QG + G AD, 4 = -9
1 12 1 12 2 2 1
A = max (('i1 , oi>, kz = max ({iz, 02)

1
Com estes valores o noé C‘ é& escolhido se a‘k‘ > otz)\z e

vice-versa.

Figura 3. Et;cio intermediario da gerw;o de tri;nsulos
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6. REGULARIZACAO DOS TRIANGULOS E NUMERACAO OTIMA DOS NOS

Durante o processo de geragico automatica de elementos
finitos, alguns destes elementos podem ser gerados com uma forma
inadequada. Nestes casos, técnicas de regularizagiio que permitam
melhorar a malha resultam sumamente uGteis. Uma das técnicas de
regularizag@ic mais popular é a 'regularizagSo Laplaciana”, adotada
no presente trabalho, na qual se procura estebelecer a nova
posig8o dos nés de maneira que os nés internos fiquem no centréide
do poligono formado pelos elementos finitos a eles assoclados.
Esta reposigdo geralmente é feita de maneira iterativa, embora
esquemas diretos existem na literatura.

Em alguns casos, a "regularizagdio Laplaciana™ pode
proporcionar ainda elementos de forma inadequada. Herrmann (7]
propde nestes casos uma reposigic do né interno dada pela
expressao:

1 N

P"——Z
4 N2 -w =1

onde N é o numero de elementos ao redor do né 1" e w (0 £ w £ 1)
& um coeficiente que caso tome o valor w = 0 a expressio anterior
correspondera a regularizagdo Laplaciana. Se w = 1 teremos a
técnica chamada de "isoparamétrica”.

(P +P -wP >
nj nk

nl

Outro aspecto muito importante no processo de geragdo
automatica é o relacionado com a numeragdo dos nés e/ou elementos.
Esta numeragic de nos e elementos deve ser feita de maneira a
reduzir os tempos computacionais necessarios na montagem e
resolugdo do sistema de equagSes que surge ao empregar o MEF. No
caso de adotarmos uma técnica de resolugio do tipo frontal, a
correta numeragBc dos elementos ¢ importante. Nos outros casos,
tais como técnicas de Gauss ou Choleski, ¢ importante a numeragso
dos nos.

Na presente versdo do programa GAMATZ fol prevista a
otimizagSio da semi-largura de banda do sistema de equagles, lsto
é, o nés sdoc numerados de maneira a minimiza-la (8]

7. APLICAGOES

EXEMPLO 1

O exemplo 1 apresenta a triangularizagiio antes e apés o
processo de '"smooth" do corpo empregrado na figura 1. O numero
total de nés gerados é de 869 e o nimero de elementos quadraticos
de 412 (figuras 4a e 4b).

EXEMPLO 2

A figura 5 apresenta em escala log-log os tempos gastos na
geracdo de triangulos por numero de elementos gerados. Os
equipamentos empregados s3o um micro computador XT com clock de 8
Mhz e um AT com clock de 12 Mhz. A curva '"1 Reg. XT" corresponde a
geracdio de 50, 200 e 800 elementos tomando-se apenas uma regido.
As curvas "4 Reg. XT" e "4 Reg. AT" correspondem a geragfio de 200,
800 e 3200 elementos tomando-se 4 regifes com 50, 200 e 800
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elementos respectivamente. Como se pode obgervar, é conveniente a
partic@o da regi3c em subregifes, ja que isto acelera o processo
de geragdo.

Figura 4a: Sem SMOOTH Figura 4b: Com SMOOTH
T (seg)
IOOOE
‘Dﬂg
103
E = 1Reg. XT
] —+ 4 Reg. XT
1 = AP AT
1 00 1000 Elementos

Figura 5. Performance
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