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REPRESENTACAO DE ARCOS POR CURVAS DE BEZIER

Jonas de Miranda Gomes
Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada (IMPA)
Est. D. Castorina, 110 - Rio de Janeiro, RJ

1.0 - Introdugao.

Nao é necessdrio ressaltar a importancia das curvas do tipo spline em Computagao
Grafica, especialmente nas areas de modelagem e animagdo. A uniformizacao dos tipos
de curva presentes em um sistema grafico facilita o trabalho de desenvolvimento ao longo
da vida util do sistema, criando uma interface unica de programagio. Apresentamos no
presente trabalho um algoritmo que permite aproximar arcos de circulo no plano por
Curvas de Bezier de grau 3. Uma aplicagdo desse fato pode ser vista na implementacao da
linguagem Postscript, onde os comandos arc, arcn e curveto sao implementados utilizando
curvas de Bezier de terceiro grau (ver [1]).

2.0 - Curvas de Bezier

A teoria das curvas de Bezier foi desenvolvida independentemente por P. de Casteljau
em 1959, e por P. Bezier em 1962. Essa teoria utiliza o conceito de polinomios de Bernstein,
que sao largamente utilizados na Teoria da Aproximacgdo. A relagdo entre os trabalhos de
Bezier e Casteljau s6 foi descoberta em 1970 por A. Forrest (ver [2], [3]).

Considere n + 1 pontos no plano by, ... b,, € sejam B, ... B} os polinomios de Ber-
nstein de grau n, definidos por

BIMt) = (’7)(1 — )", i=0,1,...,n
?
t € [0,1]. A curva de Bezier de grau n é definida por

X(t) = bo By (t) + byBR(t) + - + baB2(2). (1)

O poligono by, ...b,, é denominado Poligono de Bezier. E facil de verificar direta-
mente que X(0) = by e X(1) = b,. No caso em que n = 3, o poligono de Bezier possue
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quatro lados, e a equagdo (1) se reduz a

X(t) =bo(1 —u)® +by3u(l —u)? + B2 3u(1 — u) + byu®. (2)

Uma propriedade importante das curvas de Bezier é a de subdivisio: se dividirmos
uma curve de Bezier de grau n em seu ponto médio, obtemos duas curvas de Bezier de
grau n. Para determinarmos o poligono de Bezier de cada uma das curvas da subdivisdo,
fazemos tres subdivisées sucessivas pelo ponto médio de cada lado do poligono de Bezier
original. Cada um dos pontos da subdivisao é um vértice do poligono de Bezier, conforme
indicado na figura 1. (ver [4]).

Fig. 1 - subdivisdo do poligono de Bezier

Como a curva de Bezier esta sempre contida no fecho convexo do poligono de Bezier
(ver [4]), temos que no processo de subdivisio acima, cada um dos poligonos resultantes,
lo,l1,l2,13 e ro,71,72, 75 estd mais proximo da curva de Bezier original. Obtemos entéo
um algoritmo que permite aproximar uma curva de Bezier por poligonos. Este algoritmo
¢ bastante estdvel, e para curvas de Bezier do terceiro grau, ele é muito eficiente. Pela sua
importancia vamos descreve-lo com mais detalhe. Dado um poligono de Bezier by, by, by, b5,
definimos a tolerdncia da aproximagao como sendo o méximo da distancia dos vertices by
e by ao segmento byb; que liga os vértices extremos do poligono. Para um dado ntmero
real 6 > 0, aplicamos recursivamente o algoritmo de Subdivisao, até que a tolerancia de
cada poligono de Bezier seja < é, nesse caso substituimos cada poligono de Bezier pelo
segmento que liga os extremos do poligono, e teremos a aproximacao poligonal desejada
da curva de Bezier.

O ponto médio da curva de Bezier no processo de subdivisio descrito acima é dado

por
1
13 =T3 = X('2—)
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Utilizando a equagdo (2) obtemos

1
I3 =r3 = -é(bo + 3b; + 36, + b3) (3)

3.0 - Representagao de arcos.

O problema que nos propomos a resolver nesta se¢ao é o seguinte: Dado um arco C
de circulo com centro O, raio R e dngulo a, determinar uma curva de Bezier que seja uma
aprozimagdo para o arco dado.

Para resolver o problema acima, basta determinar um poligono de Bezier a partir do
arco dado. Como a curva de Bezier é invariante por transformagoes afins do plano, podemos
supor que O ¢ a origem do sistema de coordenadas, e R = 1. Alerh disso os calculos serao
simplificados se tomarmos o eixo-x como sendo a bissetriz do angulo a definido pelo arco,
conforme indicado na figura 2. ‘L

Fig. 2

O primeiro vértice do poligono de Bezier é o ponto by, e o ultimo vértice coincide
com o ponto b3, e alem disso os lados inicial e final do poligono sao tangentes ao arco
nos vértices inicial e final respectivamente. O problema consiste entdo em determinar os
vértices b, € by que definem o poligono.

Sejam

T = (sing, cos%),

2
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- a
T = (sin—
(sm2,

0s vetores tangentes ao arco nos pontos by e b3 respectivamente. Devemos calcular X de
modo que a curva de Bezier definida pelo poligono

a
_COSE)

a |«
by = (cosE, —san);

by = by + AT;

by = (cos%, sin%),

seja uma aproximagdo do arco dado, para isto exigiremos que o ponto médio M da curva
de Bezier correspondente seja um ponto do arco, isto é

dist(M,0) = 1. (5)
Substituindo as coordenadas dos vértices em (4) na equacio (3), obtemos

o

1
M= §(8c032

+ 6/\sin§, 0).

Substituindo o valor de M na equagéo acima em (5), apés um calculo direto, obtemos
finalmente o
4(1 — cos¥)

3

A=

o
3sin 2

que ¢ o valor procurado.

Como um exemplo, 4 facil ver que para aproximar o arco de angulo 7 /2, raio unitario,
com centro na origem e cujo ponto inicial estd no eixo-x, devemos utilizar o poligono de
Bezier cujos vértices tém coordenadas dadas por

bo = (1,0),
by =(1, \/53_ 1);
b= (L)
bo = (0,1).

O algoritmo acima fornece uma boa aproximagao de um arco para o caso em que
0 < a < 7. Um problema interessante, e fundamental em algumas aplicacdes, é fazer um
estudo do erro cometido na aproximagio com o algoritmo acima. Erros menores certamente
podem ser conseguidos utilizando curvas de Bezier de grau maior do que trés.
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