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Abstract: This paper describes a data structure with a restricted set of topological operations
(creation, subdivision and flip) used to construct planar triangulations. We discuss the implementation of
algorithms to build some common triangulations (greedy, Delaunay and adaptive rectangular) based on
that structure. In order to allow the use of such a structure in the implementation of the Greedy
Triangulation (GT), we define a new concept of GT and present an algorithm to build it. This GT
algorithm has the same complexity as the best known algorithm for the traditional GT.
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1 INTRODUCAO busca de uma definicBo para a complexidade da

Este trabalho apresenta uma estrutura com tré@ngulacéo de custo minimo [04, 05, 06, 08, 09, 10,
operacdes topoldgicas (criagio, subdivisio e flip) usadal: métodos para medir a distancia entre triangulagoes
para construir uma triangulac3o no plano a partir de ui§3] € a busca de triangulagdes para determinadas
conjunto irregular de pontos. Usando esta estrutu@Plicacdes [07, 12, 13, 14, 15, 18], restritas ou n&o
realizamos a implementacdo de trés triangulag6§§gund0 critérios definidos. A triangulagdo retangular
comuns na literatura (Greedy, de Delaunay e retanguf@ptativa  (originalmente introduzida como CFK
adaptativa). Para tornar possivel (ou mais facil) o uso @éaptativa) apresenta interessantes propriedades de
estrutura para a implementacéo da Triangulacio Gulci@Mi-regularidade e adaptacéo (ver [17] e [23]). Todas
(GT), estabelecemos um critério guloso diferente d&Stas triangulaces podem ser determinadas a partir de
usuais e apresentamos um novo conceito para a Gffa amostra de pontos do espago ou a partir de uma
segundo este critério. A complexidade deste algoritmoP¥/tra  triangulacéo genérica por flips [02, 03],
igual & do melhor algoritmo conhecido para &ubdivisbes e remogdes de triangulos.

triangulacdo gulosa tradicional. Os algoritmos

implementados sdo apresentados e os resultados 3doTriangulacbes Retangulares

discutidos nas ultimas se¢des. A triangulacdes J1 e K1 resultam de subdivisdes de
3 malhas quadradas regulares onde os quadrados da malha
2 TRIANGULACOES sdo subdivididos por uma de suas diagonais. Na K1,

Uma triangulagdo de um conjunto de ponkog um fomam-se as diagonais paralelas entre si e na Jl
conjunto maximo de segmentos de reta com extremdliernadas (como na bandeira do Reino Unido). Nessas
em P que ndo se interceptam mutuamente [01]. Adangulacdes regulares, todos os triangulos s&o

triangulacdes estdo entre as formas de decomposicad@gngulo-isésceles.  As triangulacbes retangulares

espaco mais utilizadas pelo fato dos triangulos seréifaptativas (RA), generalizagbes dessas, séo aquelas
estruturas lineares extremamente simples que facilitsiH€ envolvem apenas triangulos retangulo-isésceles (em
muitas tarefas de exploragdo do espaco, além de sef@fglquer arranjo e de quaisquer tamanhos).

muito usadas para representacao de funcdes bivariadddma vasta familia de triangulacbes RA (a que nos

As triangulagdes mais conhecidas sdo a de cud@sliringiremos aqui) engloba aquelas que podem ser
minimo, a de Delaunay e a gulosa. A de custo mininfbtidas a partir de triangulagdes J1 ou K1 por sucessivas
(menor somatorio de arestas) possui boas propriedad@§racoes basicas de subdivisao por refinamento. O re-
numéricas, porém, encontrar esta triangulacio é Jiamento resulta da subdivisdo de trlangL_JIos em dois
problema de complexidade ainda ndo resolvida (pod€rtando-os através de um segmento unindo o ponto
ser NP-completo). Entre os problemas recentemerf&dio de suas hipotenusas aos seus respectivos veértices
abordados envolvendo triangulacdo, podemos citar 0ROStos (0 que mantem a natureza geometrica dos trian-
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2 L. M. G. Gongalves

gulos). Para preservar a estrutura de triangulacéo, o ries especificados. Tipicamente determina-se a triangu-
finamento de um tridngulo requer em geral a subdivisdacdo RA refinada minimal que atende aos requisitos de
(simultdnea) de outros. No entanto, € possivel obter-sm problema caracterizados por um critério de aprova-
qualquer triangulacdo RA (refinada) apenas pardo fundado nos tringulos: a triangulagdo satisfaz os
sucessivos refinamentos de ndcleos [15] dequisitos se cada triangulo atende ao critério de aprova-
triangulacdes J1 ou K1 como ilustra-se a seguir. ¢do. O método de construcdo da triangulacdo RA mini-

A Fig. 1 ilustra uma triangulacio RA Mal envolve exclusivamente refinamentos basicos su-

classificando os seus triangulos de acordo com 68SSiVOs de uma triangulagéo J1 de partida. Aplicacoes

conceitos nticleo, fonte e bacia introduzidos em [15] @SPecificas desse esquema s&o encontradas em [15] e
gue se seguem. [17]. A triangulacé@o RA ilustrada na secéo 4.1 foi cons-

truida por meio desse esquema.

Y N N N
.
N XX EN 2.2 Triangulacdo de Delaunay@T)
Dado um conjunto S de pontos no plano, um tridngulo
com vértices em S satisfaz a&otério de Delaunay
N N N q_uando, a circunfe~réncia _pelos trés vérticestd@
circuncirculo de) ndo contiver nenhum outro ponto de
F/IN ElE S em seu interior. Umiaiangulacao de Delaunay deéS
- uma triangulacaeujos triangulos atendem ao critério
F=Fonte N =Ndcleo . . ~
FIN = Fonte e Ndcleo de Delaunay. Algumas propriedades e aplicacbes da
Figura 1 - Elementos da triangulacéo RA Hgyngg!azgfozg]e Delaunay podem ser encontradas em

4 all) Ndcleo (N)r:]. c?njunto formad.od por qo'SDentre 0s varios algoritmos para determinar a
rangulos com uma hipoténusa comum, Onomma'?ﬁangulagéo de Delaunay de um conjunto de pontos,

n_l]cleo (degenerado) também a t0d0~ triéngulo_ €M SHasaltam-se o de insercdo incremental de pontos, o
hlpptenusa no bordo da .trlanguIaNan. o reflnamenmétodo da bolha, o método usando flips de arestas a
mais elementar de uma triangulagéo RA correspondeBglrtir de uma triangulacio qualquer de partida e o

sqbdlwsao (ao_melo) dos trlz,angulos de um de se Sivide and conquer” (o de melhor complexidade).
nacleos. Por refinamento de nlcleos, produz-se todos os

possiveis refinamentos de triangulagdes RA. A implementacdo do metodo descrita na secdo
4.2 assemelha-se ao método da bolha, onde a partir de

b) Caminho de refinamento (C): & uma SCAUENCIR, 5 aresta de um triangulo no bordo da triangulagéo

de triangulos em que cada tnangulp © wzmho de s drrente, procura-se um ponto que, com a aresta, atenda
sucessor por sua hipotenusa; o caminho maximal que_se

S A . . av critério de Delaunay.
inicia em um tridngulo, termina necessariamente em um
tridngulo pertencente a um ndcleo; o seu nucleo ) .
terminal. Se um tridngulo deve ser subdividido ao meig;3 Triangulacdo Gulosa GT)
como parte de um refinamento, € minimamentdo conceito original, a triangulacéo gulosa de um
necessario subdividir-se ao meio todos os tridngulos geenjuntoS comn pontos € a triangulacéo obtida a partir
0 sucedem em seu caminho até um nucleo terminal.d& um conjunto vazio de arestas e adicionando-se a cada
essa sequencia de subdivises denomimafis@mento passo a aresta de menor comprimento compativel entre
basico do triangulo Note-se que todo refinamentodois pontos deS. Uma aresta compativel é definida
basico pode ser decomposto em uma sequéncia @#no uma aresta que nédo intercepta nenhuma das
refinamentos de nucleo: refina-se reiteradamente apestas anteriormente adicionadas. Conjectura-se que a
nucleo terminal do caminho maximal do tridngulo, atéiangulacéo gulosa seja uma boa aproximacédo para a
gue ele proprio seja subdividido. triangulacdo de custo minimo (menor somatério de
¢) Fonte (F): todo tridngulo cujos catetos n&o syestas). Mais detalhes a respeito desta triangulagao
hipotenusas de seus vizinhos. Esses triangulos d2Rfiem ser encontrados em [01, 07, 12, 18, 19].
iniciais a qualquer caminho em que ocorrem. Em [01], Aicholzer et Al apresentam vérias
d) Bacia de um ncleo: conjunto de todos os triangul@EOPOstas de algoritmos GT, descrevendo, além do
cujos caminhos terminam em um nécleo. Na figura 1, &g0ritmo original em que s&o consideradas arestas
bacias estdo delimitadas por tracos mais espessos. $ipsas, apresentado acima, varios outros algoritmos
[23], descreve-se um esquema iterativo genérico pat§ando conceitos de triangulos gulosos.
construir-se triangulagdes RA minimais segundo crité-
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3 ESTRUTURA TOPOLOGICA E MODELOS cada triangulo e outras estruturas necessérias para

A estrutura de dados usada baseia-se em relagdesc@gular a aproximagéo desta superficie. O modelo
adjacéncias e de posicdo. Os aspectos topomgicogeéencia ainda os procedimentos de criagdo, subdiviséo
geométricos sdo separados. Com esta separacad? féP. mantendo a parte geométrica compativel.

possivel a generalizacdo da parte topoldgica e a simples

redefinicdo dos métodos do modelo geométrico para 34 Operacfes Topoldgicas Genéricas

diversas geometrias. Os principais objetos desk tras operacdes topoldgicas da classe triangulo usadas

estrutura sao mostrados na figura 2. A estrutUffyra criar as triangulagdes, sdo resumidas a seguir:
topolégica € a mesma, independente do modelo de a) Criagdo de um triangulo. Cria um objeto
triangulacdo usado (GT, DT ou RA). Chamamos eSEﬁén | . o . e

- L A gulo a partir de trés informacdes de vértices.
estrutura topoldgica genérica de triangulo. Ocorre o . i
comunicacio entre a geometria (informacdes de D) Subdivisdo de um triangulo a partir de um

triangulo) e a topologia (triangulo) apenas parfdice para uma de suas arestas e um novo vertice dado.
solicitacdio de operacdes a serem executadas (criacdofeito geometrico da subdivisao € a retirada de uma

subdivisao e flip). aresta € a insergéo d<,a Fres novas\arestas. A primeira
aresta inserida une o vértice oposto a aresta removida ao
Tridngulo : novo vértice, e as outras duas unem os vértices da aresta

removida ao novo vértice. Note que mesmo que 0 Novo
vértice ndo esteja sobre a aresta removida, a
consisténcia topoldgica sera mantida. De fato, este
“truque” sera usado na criacdo das triangulacdes, para

Informacgéo | Informacdo | Tridngulo
de vertice de tridngulo vizinho

Informagédo | ou Modelo Tridngulo

de vertice vizinho insercdo de novos vértices. Se o triangulo possuir
Informacgdo | Status (para| Triangulo vizinho pela aresta removida, este vizinho devera ser
de vertice percurso) vizinho subdividido também. As novas vizinhancas (colagem)
Informac&o de triangulo RA: serdo compatibilizadas. Note que um ou dois triangulos

novos sdo implicitamente criados e adicionados a
triangulacao por esta operacao.

o 2o de 13 > Del Gul _ C) Troca de uma aresta comum a dois triangulos
nformacao de triangulo Lelaunay € Lulosa. adjacentes, pela outra definida pelos vértices opostos de

ambos. Esta operacéo € mais conhecidafppt.”

Informacéo de vértice: Note que o resultado geométrico das operacfes de

| X | v | 7 | Status (percurso)| subdiviséo e flip pode ndo ser uma triangulacao (no
plano), mas o resultado topolégico certamente sera. A

operacdo de colagem esta implicita na operacdo de

Lista de Nivel de Coeficientes
pontos | refinamento

Lista dos pontos amostrados

| Primeiro ponto| Tamanho dalistal subdivisio, uma vez que esta é necessaria para
Ponto compatibilizar a vizinhanca (ligar novos triangulos

P — criados aos antigos) e sera necessaria no caso em que

X Y Z | Tolerancia Prc::]ltrgo uma das arestas inseridas ja esteja na triangulacéo,
(p/ RA) P como é o caso no fechamento da borda da triangulacao.

Figura 2- Estrutra Béasica para Triangula¢des 4 IMPLEMENTACOES

O objeto triangulo “sabe” quem s&o seus verticesRealizamos a implementagdo usando orientagdo a
gquem s&o seus vizinhos, ambas informagdes numa cejtjetos (compilador Gnu c++) e no ambiente X-
ordenacdo, digamos no sentido horario. Assim, Windows, usando as bibliotecas Xlib (X11) para Work-
triangulacéo contém informagdes topoldgicas seStation Sun (OS Solaris). Nas secdes seguintes seréo
redundancias, normalmente presentes em outigsresentados de forma resumida os algoritmos usados
estruturas. na implementacéo de cada tipo de triangulacao.

O objeto modelo (informagbes de triangulo)
mantém as informacgfes necessarias para modelagemdeimplementacéo da Triangulagcdo RA
uma superficie sobre a triangulagéo (ver [14, 15, 1% algoritmo para criacdo da triangulacdo retangular

17]). Estas informacfes sdo basicamente os CoeﬁCiené%%ptativa resume-se nos seguintes passos:
de uma superficie polinomial por partes definida em ’
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4 L. M. G. Gongalves

1) Determinar os 4 pontos de um quadrado inicigdssim, para cada triangulo subdividido, deve ser
gue envolva toda a nuvem de pontos (bounding box); recalculada pelos minimos quadrados a nova superficie

2) Triangular os vértices do quadrado inicial mai§pr0>_(im§da apenas nos triangulos envolvidos na
o ponto central deste (em quatro triangulos J1). Estebdivisdo.
passo subdivide-se nos seguintes:

a) criar o primeiro triangulo com 3 vértices
guaisquer dos 4 cantos do quadrado; T |
b) subdividir este triangulo em dois passando r R o G .1 P25 R,
como novo vértice o ponto restante (canto) do 0 L A
quadrado inicial; BT E e A
¢) trocar a diagonal do quadrado (hipotenusa dos R ———
dois triangulos) pela outra diagonal; : 71
d) subdividir destes dois triangulos em 4
passando como novo Vvértice o ponto central da
diagonal do quadrado (hipotenusa em ambos).

3) Refinar onde os critérios de refinamento -

exigirem, sempre subdividindo os triangulos pelo meio =
de sua hipotenusa (esta sera sempre a aresta de indice Figura 4 - Triangulacdo RA

0). A figura 4 mostra a triangulagdo RA de uma
amostra de 43.000 pontos aproximadamente, usando o

algoritmo implementado. As regides com mais
> m* Z > g > tridngulos sdo edificios residenciais em forma
o retangular. O terreno é mais ou menos plano sem

ondulagdes acentuadas (exceto nos edificios). Nota-se

Figura 3 - Realizando a triangulagdo RA pelas regides com menos triangulos.
A figura 3 (acima) mostra a construgdo da
triangulacdo RA. 4.2 Triangulacdo de Delaunay

A operacdo de troca apds a subdivisio em ddis algoritmo implementado para criagéo da triangulagéo
triangulos é realizada para que a diagonal d#e Delaunay de um conjunto dado de pontos pode ser
quadrilatero (hipotenusa nos dois tridngulos) recebaresumido nos seguintes passos:
indice 0. Assim, durante a etapa de refinamento, a 1) Tomar um ponto qualquer da triangulag&o;
subdivisdo de um triéngylo sempre podera ser 2) Determinar o ponto mais préximo deste;
processada na aresta de indice 0 (hipotenusa).

. oA 3) Para estes dois pontos, determinar o primeiro

Se for conS|derad,a'a emstenqg de alturas em C?&?nto que atenda a restricdo de Delaunay, e criar o
ponto e uma superficie matematica (que pode AR )

o . n imeiro tridngulo;
constituida por retalhos de Bézier em cada triangul Sr N )
que melhor represente o conjunto de pontos (pode ser 4) Para cada aresta do novo triangulo, determinar
aproximada pelo método dos minimos quadradogi™ ponto exterior que atenda o critério de Delaunay;
pode-se estabelecer um erro como sendo uma distancia 5) Caso haja o ponto exterior, subdividir o
medida entre cada altura e a superficie aproximadeéngulo pela aresta considerada e o ponto encontrado e
Assim, o refinamento pode ser efetuado, por exemplwpcar (flip) a aresta formada pelo vértice oposto a aresta
no tridngulo que possuir o maior erro quadratico entremovida e o novo vértice (de indice 0), visando
esta superficie e o conjunto de pontos internos. ®stabelecer a triangulacdo de Delaunay. As questbes
critério de parada pode ser uma tolerancia para o ertacionadas a compatibilizacdo das vizinhangas
(distancia acima definida) atingida em todos os pont¢solagem) s&o resolvidas na subdivisdo, ja apresentada.

da amostra. _Convém ressaltar que este método pode ) Repetir iterativamente os passos 4 e 5 para 0
ndo convergir para a melhor solugdo, mas, em §@yo triangulo inserido na triangulacdo pelo passo 5

tratando de terrenos, certamente, as tolerancias seféghdivisao e troca) até que ndo hajam mais pontos que
atingidas. Note que ap6s uma subdivisdo, a superfigifendam o critério de Delaunay.

pode mudar segundo o critério adotado, localmente ou

L A figura 5 mostra a determinagdo de um triangulo
globalmente. Em nosso caso, usamos o critério Iocale

Delaunay vizinho a um dado triangulo por uma de
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suas arestas, ilustrando dois casos que podem ocodervértices e triangulos. Para evitar a necessidade de um
(quadrilatero convexo ou néo). Na configuracdo dada pbjeto aresta, introduzimos este algoritmo guloso.
parte inferior da figura 5 (quadrilatero ndo convexolNuma fase inicial, cria-se uma lista para cada ponto,
com a subdivisdo realizada naetapa do passo 5, serdcontendo os outros n-1 pontos ordenados pelas suas
removida uma aresta e dentre as novas arestas inserlggincias ao ponto. Sendo pl e p2 os pontos extremos
na triangulagdo, uma delas faz com que a geometga uma aresta que ja esteja na triangulacdo (a primeira
resultante desta etapa ndo seja uma triangulacao, c@fsta pode ser dada por qualquer ponto e seu mais
arestas se interceptando. Isto pode ser istS f@s@ da proximo), o critério guloso é sintetizado da seguinte
parte inferior da figura 5. Porém, topologicamente gyrma:
) ~ . . Y
gmngulagao esta mantida. Cpm a realizac&o cHaZ_)a a) toma-se da lista ordenada de pl o primeiro
0 passo 5 (troca da aresta inserida), a aresta retirada na . . s i
subdivisdo certamente voltara para a triangulacéo. Isqgnto (mp1). Este ponto € 0 mais proximo de p1;
pode ser visto na®Jase da parte inferior da figura 5. b) toma-se da lista ordenada de p2 o primeiro
Note que com isto, a geometria errada da fase 2 s@@nto (mp2). Este ponto € o mais proximo de p2;
corrigida  restabelecendo  geometricamente & ¢) se estes pontos coincidirem, esta determinado o
triangulacao de Delaunay. ponto que atende o critério guloso;

d) se ndo coincidirem, o seguinte método € usado
para “jogar fora” um dos dois: se a distancia entre mpl
e p2 for menor que a distancia entre mp2 e pl e além
disso o ponto mp2 ndo estiver dentro do triangulo
(poderia ser circulo) definido por (p1, p2, mpl), entdo o
ponto mp2 é descartado, tomando-se 0 seguinte da lista
de p2 (o seguinte mais proximo de p2); caso contrario, 0
ponto mpl é descartado tomando-se o seguinte da lista
de pl (o seguinte mais proximo de pl). Se ndo mais
houver ponto na lista ordenada para um dos dois pontos,
encerra-se a procura nao havendo o ponto que atenda o
Figura 5 - Realizando a triangulacéo de Delaunay cr,itério, caso contrario retorn_a—sF ao passo c). Note que

0 podem ser comparadas distancias para os pontos que

Este algoritmo segue a mesma estratégia Qteiam de um mesmo lado do seamento (b1. p2
método da bolha, expandindo-se para os lados. J g (p1, p2).

Dependendo do sentido considerado na estrutura
topoldgica, a expansdo pode se dar para fora ou para
dentro. Resultados podem ser visualizados na figura 6. mpl
K a,
= N ey (NS
<= I J?F.?H__ ! o Mmp2 .
L . 1 .
i L DA WY P2 o pl
I I A
T I‘.l . y |
. . . - - ——
..I: | — ! | 1l Figura 7 - Caso ilustrativo do critério guloso
§ ! Fawll I!'I--;H H Observe que néo seria suficiente apenas comparar
| } F ; :[\r ’[-.r_'; o a distdncia mp2-pl com mpl-p2 e descartar 0 ponto
o o Lyt referente "a maior delas, pois isto pode gerar um
e - U I TUR A resultado em que o tridngulo formado com o ponto
e e, e LY, Iy | i i
Moy P i S encontrado possua algum ponto em seu interior, 0 que

ndo é compativel. A figura 7 ilustra um caso onde o
préprio ponto descartado estaria dentro do triangulo
formado. Considerando apenas o critério das distancias,
4.3 Nova Proposta para a Triangulagdo Gulosa 0 ponto mp2 seria descartado e tomado o préprio mpl
Ja apresentada, a idéia da triangulacéo gulosa é inse@fo mais proximo de p2. Assim, mp2 ficaria dentro do
na triangulacéo a cada passo a menor aresta compatitf@ngulo p1-p2-mpl. Com o critério de verificagdo da
Note que na estrutura apresentada ndo se téherioridade ao possivel triangulo formado, o ponto
explicitamente o conceito de aresta, mas sim o conceito

Figura 6 - Triangulacdo de Delaunay
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6 L. M. G. Gongalves

mpl serd descartado e o tridngulo pl-p2-mp2 estardesma forma poderia ser o teste do circulo). De certa
definido, o que é condizente. forma, o algoritmo mistura os conceitos de Delaunay

Usando este critério, o algoritmo para criagio dgP™m O critério guloso original.
triangulacdo gulosa segue 0s seguintes passos:

1) Tomar um ponto qualquer da amostra (p1); 5 ANALISE DOS ALGORITMOS

2) Determinar o ponto mais proximo de p1 (p2)EM toda_s as impIementagées realizadas, algumas
obtendo a primeira aresta da triangulagio gulo®@ticularidades foram omitidas. Por exemplo, na
(p1,p2); triangulacdo gulosa, como saber que um triangulo n&o

. . ... interceptard outro j4 determinado ou como evitar loops
3) Determinar um terceiro ponto usando o critériQ . i .
. o A . ~€ casos em que o ponto determinado ja estd na
guloso e criar o primeiro triangulo da trlangulaga?. " ; o A .
RN riangulacéo, seja como vértice de um triangulo, seja
gulosa, tendo estes 3 pontos como vértices; A .
N como parte de uma aresta de um triangulo a ser vizinho

4) Para cada aresta do novo triangulo, encontrgp triangulo determinado ou como parte de duas arestas
um ponto externo usando o critério guloso; de dois triangulos nesta mesma situacéo anterior. Estas

5) Subdividir o triangulo pela aresta e o pontgarticularidades, bem como as questdes de vizinhanca
encontrado e trocar (flip) a aresta formada pelo vérti¢eolagem) nos processos de sudivis&tipdoram todas
oposto a aresta removida e o novo vértice inserido (desolvidas no trabalho de implementacéo, com testes
indice 0). Esta troca retornara a aresta antiga memples. A implementacdo de algoritmos recursivos
triangulacao (esta passa a ter indice 0), restabelecendadilitou esta tarefa de controle. Os algoritmos foram
triangulacdo gulosa; um novo triangulo sera criado nestpresentados apenas com 0s principais pontos, visando
subdivisdo. Tal qual no algoritmo para a triangulacdo delia facil compreenséo.

Delaunay, a operacdo de subdivisdo se encarrega da Ngo faz sentido tentar estabelecer a complexidade
compatibilizagéo das vizinhancas. para triangulacdo RA, uma vez que esta é dependente

6) Repetir os passos 4 e 5 iterativamente, até qde critério de parada do processo de refinamento.
ndo se tenha mais pontos atendendo ao critério guloso, A complexidade para o algoritmo de Delaunay

ficando definida a triangulacéo gulosa. apresentado é @7). O nimero de arestas de uma
triangulacdo obedece @23 < [T(P)| < 3n - 6, sendm
T e =T 0 numero de pontos da amostra. Para determinar o
] ' Al Ry J ponto externo a cada aresta de um triangulo que atenda
i J L L] I ao critério de Delaunay, deve-se percorrer todos 0s

I ) E k =) pontos da amostra. Desta forma, a complexidade
Pee=7’ T e a resultante é quadratica.

| Quanto a complexidade do algoritmo guloso, para
. =i cada aresta de cada triangulo encontrado, o passo de
| . :" determinar o ponto externo que atenda ao critério
e :{‘,ﬁﬁ'ﬁ"m % TLA fee— guloso, pode percorr@(n-2) pontos ordenados da lista
St o T - M = de ambos vértice, o que resulta @(m-2) operacdes.
Como o nimero de arestas € dado por 2< [T(P)| <
, , 3n - 6, isto deixa a complexidade do processo de

A figura 8 mostra o resultado visual usando es@angular quadratica. A complexidade final é dada pelo

a!gorltmo guloso, para a mesma amostra. de pontos ﬂ%cesso de ordenacdo inicial, necessario para
triangulagéo de Delaunay mostrada na figura 6. Nofgsterminar a lista ordenada dos pontos mais proximos

que em algumas regides, as triangulacdes resultantegjde:ada ponto, ou seja, édlog ).
ambos algoritmos sé&o diferentes.

Sendon o numero de pontos, para cada pontg CONCLUSOES E PERSPECTIVAS
temosn-1 arestas e para cada dois pontos dad&rha FUTURAS

2) pares de arestas que convergem para um mesmo

onto. Ordenando-se estas segundo algum critério, e A finalidade principal do trabalho foi o

b ' stas seg 9 . 'deésenvolvimento de uma base triangular que contivesse
escolh?ndo as duas primeiras de_:sta_ordenat;s_tf), deg nas as informagbes topoldgicas, sendo genérica
que ndo haja algum ponto no interior do trlangulPndependente do modelo ou geometria. As operacdes de
formado, de certa forma estamos estabelecendo alg

m A S )
. . o %na(;ao de triangulo, de subdivisdo a partir de uma
algoritmo guloso. Em nosso algoritmo o critério usadq

> A . " I implici
além do de proximidade foi o teste do triangulo (dgresta e um ponto dado (com colagem implicita) e de

Figura 8 - Triangulacéo gulosa
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flip (troca) de uma determinada aresta foram suficientf®5] F. Hurtado and M. Noy. The graph of
para a determinacé@o das triangulacdes apresentadas ndriangulations of a convex polygon, Tech. Rep.
texto. Repare que a triangulacdo de Delaunay poderia MA2-IR-94-13,  Universitat  Politécnica  de

ser encontrada a partir da gulosa, fiips. E claro que Catalunya. 1994.

tal algoritmo seria mais complexo. [06] L. S. Heath and S. V. Pemmaraju. New Results for

N&o encontramos na literatura [01, 07, 12, 13, 18, the Minimum Weight Triangulation Problem.
19] a respeito nenhuma proposta de triangulacéo gulosa Technical Report. Virginia Potytechnic Institute and
semelhante ao nosso algoritmo, apresentando assim esteState University. Blacksburg. 1992. Algorithmica
como uma nova proposta de triangulagdo gulosa, uma (12), pg 533-552. 1994,

vez que de certa forma, usamos gulodice. fo7]E. L. Lloyd. On triangulations of a set points in the
complexidade do método implementado compara-se ap|ane_ Proceedings of the Eighteen IEEE

do melhor algoritmo de que se tem noticia [19] para a Symposium on Foundations of Computer Science,
tradicional. No caso da triangulac@o de Delaunay, pode- 1g pg 228-240.

se estudar formas de reducdo da complexidade que i&ﬁ A. Lingas. A New Heuristic for the Minimum
X . .

Weight Triangulation. SIAM Journal of Algebraic
and Discrete Methods, 8, pg 646 - 658. 1987.

g)s9] M. T. Dickerson, S. McElfresh and M. Montague.
New Algorithms and Empirical Findings on
Minimum  Weight  Triangulation  Heuristics.

realizar o algoritmo ou otimiza¢Bes neste, mas isto foge
ao escoOpo deste trabalho.

Estas implementacbes podem e foram usad
como base para andlise visual ou numeérica de resultados
de sistemas cuja a saida seja dada por porlto.s numProceedings of the 11th Annual Symposium on
espaco 3D, bem como em modelagem geométrica de :

. L Computacional Geometry. 1995.
superficies. Como exemplo deste Ultimo, temos a

reconstrucéo de terrenos a partir de imagens. [10] M. T. Dickerson and M. Montague. A (Usualy?)
Connected Subgraph of the Minimum Weight

Como  proximos trabalhos, pretendemos Triangulation. Extended Abstract. Proceedings of

estapelecer uma melhor base matematica para Oihe 12 Annual ACM Symposium on Computational
algoritmo guloso apresentado (em todos os testes
. ; . ~ Geometry. 1996.
realizados, o resultado foi uma triangulacéo), bem como i )
realizar medidas e comparactes com a triangulagdo dd1] J. M. Keil. Computing a Subgraph of the

custo minimo para se ter idéia da distancia a esta. Minimum Weight Triangulation. Computational
Geometry: Theory and Applications; 4, pg 13 -

26. 1994.
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