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Abstract.

In this paper, a family of polynomial wavelets generated from powers of sigmoid

functions is presented. It 1s described how networks of wavelet units based on these functions can
be constructed, through the appropriate definition of the function coefficients, and its be applied
to signal processing and image processing tasks. As an example of application for the method
proposed, it is studied the problem of function approximation by neural networks of polynomial
wavelets and the problem of image compression based on multi-resolution analysis.

1 Introducgao

Na area de processamento de sinais e, particular-
mente, em processamento de imagens tem ocorrido
um razoavel investimento em pesquisas para o desen-
volvimento de novas técnicas e métodos que possam
ser empregados em um amplo dominio de aplicacoes
[GWI1]. Uma das preocupagdes bdsicas diz respei-
to com a transformacdo adequada de sinais, de modo
que os mesmos possam ser analisados e “formas com-
portadas’ de sua representagao possam ser extraidas,
economizando o espaco de meméria necessario para
o armagzenamento e a diminui¢ao da demanda com-
putacional exigida [Mor89],[MM92].

A transformacao de sinal entre os dominios do
tempo e frequéncia, geralmente nao se configura co-
mo um problema de grandes proporcoes e varias fer-
ramentas matematicas estao disponiveis. Para isto
a utilizacao das Transformadas de Fourier, Laplace,
7, Karhunen-Loéve, Wavelets entre outras [OS75],
[Chu92], [MF94],[JZDT94].

Atualmente, as transformadas wavelets tem con-
seguido um lugar de destaque em relagao as demais
transformadas devido a sua eficiéncia computacional
e a existéncia de algoritmosrapidos tanto para trans-
formada direta como a sua inversa [Mal89].

Neste sentido, investimos esforcos para a cons-

trucao de uma familia de funcoes polinomiais, deno-
minada Polinémios Poténcias de Sigméides (PPS), e
uma técnica analitica para encontrar os coeficientes
em PPS para a geracao de uma familia de funcoes
Wavelets polinomiais [Mar96]. Neste trabalho, apre-
sentamos com alguns detalhes os procedimentos para
a geracao da familia de fun¢oes Wavelets polinomiais,
e apresentamos também duas aplicagdes para elas.
Na primeira aplicacao, mostramos um modelo adap-
tativo para aproximacao de fungoes, realizado por
uma Rede Neural Artificial com fun¢oes de ativacao
Wavelet polinomial. A segunda aplicacao se refere
a uma tarefa de compressao de imagens através de
uma técnica piramidal [JAN94] para a decomposi¢ao
dos coeficientes wavelets.

Antes porém de iniciarmos o processo de cons-
trucao de uma familia de Wavelets polinomiais, ba-
seada em Polinomios Poténcias de Sigmoides, sao ne-
cessarios alguns resultados pertencentes ao Espaco
de Hilbert e a idéia de frames para Wavelets. A
nocao de frames, fol primeiramente introduzida por
Duffin e Shaeffer em [DS52]. Frames correspondem a
uma generalizacao de bases ortogonais para o espago

de Hilbert.
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2 Espaco de Hilbert e Frames para Wavelets

Sem perder a generalidade, trataremos em nosso ar-
tigo as defini¢oes basicas de Wavelets para funcoes
pertencentes ao L?(%). Para isso, vamos recordar al-
gumas propriedades fundamentais do espaco de Hil-
bert, que é um espaco vetorial munido de produto
interno.

Toda funcao f(x) é dita quadrado integravel ,
L%(R) , se e somente se satisfizer a Equacao 1:

L@V@de<m (1)

Se f(z) e g(x) € L*(R) ,entdo o produto interno
< f(#),g(x) > é definido pela Equacao 2:

/% f@)g(@)dz (2)

onde m corresponde ao conjugado complexo da
fungdo g(x) e a norma sobre o L%(R) é definida por
lg(z)l] =< g(x), g(x) >.

Estes conceitos sao de fundamental importancia
para a definicao de frames no espaco de Hilbert.
Vamos considerar o conjunto de todas as funcoes
¢ : N — RN com a seguinte Propriedade 3:

\I!:{r%go(r"x—t)ﬁ,re%, nez} (3)

onde t e r sdo translacdes e dilatacSes, e r% é uma
constante para tornar ||¢(r" —t)||2 =1, e p)é
denominada fun¢ao mae. O Conjunto ¥ é dito um
frame, se satisfizer a seguinte propriedade:

Existem duas constantes A > 0 e B < oo
tal que, para todas as fung¢oes g(x) € L?(R),
a seguinte Relacao 4 é valida:

Allg@)|I” < Y < eog(@) > < Bllg@)” (4)

Como consequéncia direta da Relac¢ao 4 é o fato
da famflia W ser densa no L%(R). Para que tenhamos
um frame a partir da funcdo mae, ¢(e), a seguinte
condigao 5 de admissibilidade deve ser satisfeita:

PO
/Eﬁﬂdw<m (5)
|w]
de 5, implica que [ ¢(x)de = 0 [Dau88al.

3 Construgao de uma Familia de Wavelets
Polinomiais baseada em PPS

Através da teoria sobre as Séries de Taylor [TK66], a
derivada de uma func¢ao f(z) em x = xy é definida
por:
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lim fleo + Ax) — f(xo)
Ar—0 Az

fxo) =

desde que o limite exista. Portanto, se computarmos
a Equacao 6:

fleo + Ax) — f(xo)
o (6)

para um valor pequeno de Ax , devemos ter uma a-

proximacao bastante razodvel para f'(xy). Natural-
mente, Az pode ser positivo ou negativo. Assim, se
utilizarmos valores positivos para Ax, temos entao:

fleo — Ax) — f(xo)
Az (7)

Destas propriedades, podemos dizer que a média

das Equacoes 6 e 7 também serd um boa aproximac¢ao
para f'(xp). De maneira que podemos escrever a se-
guinte Equacao 8:

fleo + Ax) — f(xg — Ax)
2Az (8)

[(xo) =

Por conveniéncia, faremos p = 2Ax substituin-
do esse termo na Equacao 8. Desta forma, temos a
Equacao 9:

flzo+5)— flzo — §)
> (9)

Vamos agora computar um valor aproximado
para a segunda derivada de f(z) em # = zg. Da
Equagao 9, substituimos f(x) por f/(z), e temos a
Equacao 10:

f'(xo) =

Fleo+8) = fl(zo—B)
P

" (wo) = (10)

Utilizando novamente a Equacao 9, podemos es-
crever:

; p. _ flmo+p) = f(=o)
f(l’0+§)_ »
Flao— L)~ f(xo) = f(wo — p)

2 P

Aplicando estes resultados na Equagao 10, te-
mos que a segunda derivada de f(z) em z = zg é
dada por:

J(xo+p)—2f(x0) + flxo —p)
7

f//(xo) ~
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Podemos considerar, como um dos exemplos de
aplicacao da deducao de f” acima descrita, a fungao
¢(x) expressa na Equacio 11, proposta por Pati e
Krishnaprasad [PK93] e que é muito utilizada em
varios trabalhos com uma “roupagem” diferente, is-
to é, a equacao analitica assume formas diversas; co-
mo em [Mar82], onde é apresentada uma aplicacao
para a mesma funcao no algoritmo zero-crossing em
deteccao de contornos.

(11)

e a sua derivada em

o(z) = sig(e + p) + sig(x — p) — 2.sig(x)
onde p € 7 | sig(e) = m
relagdo a « é dada por sig(x)’ = sig(x)(1 — sig(x)),
a Equacao 11 é valida para valores maiores que 2.
Em [PK93], foi adotado o valor p = 2. No referido
artigo, é mostrado que esta funcao satisfaz a condi¢ao
de admissibilidade para Wavelets, Equagao 5.

Tomemos a Equacao 11, se dividirmos ambos os
lados da Equacio 11 por p® e tomarmos o limite da
funcao quando p tente a zero, conforme a Equacao
12:

i S ) + sig(f —p) — 2.sig(x) (12)
p—0 p

Verificamos que a Equagdo é exatamente (por
defini¢do) a derivada segunda da func¢ao sigméide,
que é obtida pela Equacao 13. A derivada segunda
da funcao sigmoide, foi gerada a partir da derivada
primeira, citada anteriormente, a qual é dada pela
Equacao 13:

d*sig(x)
dz?
(13)

Reagrupando os termos, e reescrevendo a Equacao
13 temos uma forma polinomial dada por:

@) = 2.51g(x)> — 3.sig(x)* + sig(x) (14)
onde denominamos por ¢a(z) a primeira fun¢ao po-
linomial Wavelet gerada pela derivada segunda da
funcao sigméide. A Figura 1 ilustra as nove primei-
ras funcoes polinomiais obtidas através das derivadas
sucessivas da funcao sigmoide.

Como resultado importante a ser destacado nes-
te ponto, € o fato de que o conjunto de func¢oes Wa-
velets {¢;(x)} gerado desta maneira é composto por
fungoes pertencentes ao L%(R) que satisfazem a con-
dicao 5 de admissibilidade para Wavelets. Por con-
sequéncia de 5, a familia de funcoes compostas de
translacoes e dilatacoes de cada uma das fungoes da
familia ¢; é densa no espaco das fungées quadrado
integraveis.

= sig(x).(1—sig(x))*+(—sig(x)’ (1-sig(x)))
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Figura 1: Tlustracao dos elementos ¢s,03,04, ¥5,96 ,
w7 8,9 and p1g, pertencentes a familia de Wavelets
Polinomiais obtidas através das Poténcias da Func¢ao
Sigmoide.

Na préxima secao é mostrado como essa familia
de fungoes pode ser empregada de forma eficiente em
aplicacoes de aproximacao de fun¢oes e em tarefas de
processamento de imagens.

4 Aplicacoes de Wavelets Polinomiais Gera-
das por PPS

4.1 Aproximadores de Fung¢oes

A investigacao de técnicas que combinam redes neu-
rais, Wavelets e aproximadores universais, encontra-
se abordada através de vérios artigos [Dau88b], [ZB92],
[STK92], [PK93], [GSGT96] [MFVI6], [Mar96]. Em
Daugman [Dau88b], redes neurais sdo utilizadas pa-
ra aprender os melhores coeficientes para a aproxi-
magcao de imagens através da fun¢ao de Gabor, mais
especificamente, Wavelet de Gabor. Szu et al [ZB92],
utilizam a funcao h(t) = cos(1.75t).exp(—§) como
Wavelet mae para a representacao e classificacao de
fonemas. Zhang e Beveniste [ZB92], tratam as wave-
nets (uma contragao de redes neurais com Wavelets)
como aproximadores de fun¢oes. Pati e Krishnapra-
sad [PK93] mostram a constru¢do de uma funcio
Wavelet por combinacao de fun¢oes sigmoidais, bem
como realizam a expansao em transformada Wave-
let através de redes neurais. Recentemente, Weigang
et al [GSGT96] mostraram como Wavenets podem
ser empregadas para a predicao de condigoes meteo-
roldgicas na regiao do nordeste brasileiro.

Dentro deste contexto, apresentamos neste tra-
balho uma maneira pratica para a utilizacao das Wa-
velets geradas a partir de poténcias de funcoes sig-
moidals, para o projeto de redes neurais do tipo feed-
forward. Através de uma aplicagao prdatica, mostra-
mos o poder adaptativo das redes neurais baseadas
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nesta func¢oes geradas.
De um modo geral, toda fun¢ao continua pode
ser representada pela Equacao 15 [STK92]:

2
Tr — a;

flo) =3 el

=1

) (15)

3
a;

onde al.a? e a?

;s sao respectivamente coeficientes, trans-
lagoes e dilatagdes da fun¢ao mae ¢ [Chu92] e m é o
numero de fun¢oes basicas utilizadas. Sob o ponto de
vista de redes neurais artificiais, esta representacao

é 1lustrada pela arquitetura neural da Figura 2.

Camada Escondi da

Entrada

Sai da Verificacao

do Erro

Acum Yi
Erro <

. - |

.

. 1 Retornar para

> 3 a apr endi zagem
Figura 2: Arquitetura de uma rede neural baseada

em Wavelets. Os quadrados na camada escondida,
correspondem as fungoes filhas que serao adaptadas,

e o quadrado rotulado por acum.erro; corresponde
a funcao custo: caso o erro total ultrapasse o erro
desejado, o processo retorna a aprendizagem .

5 1.2 3\ ox
Os parametros da rede (a;i,af e a7) sdo adap-

tados com o objetivo de minimizar a fun¢ao custo,
que em nossos experimentos corresponde a funcgao
x?, definida pela Equacao 16:

_ 2
nYi— Y ope allcsp(xlaiak)

= -

i=1

) (16)

onde n é o numero de amostras da funcao e m é o
nimero de fungoes basicas utilizadas. Como trata-
mos de Wavelets, estas fungoes sao comumente de-
nominadas por fungoes filhas.

4.1.1 Wavenet Baseada em PPS

Nesta secao, mostramos a titulo de exemplo, a ca-
pacidade adaptativa de uma das fungoes da familia
{pi(x)} definida anteriormente, no caso em estudo,
a funcdo ¢a2(z). Como é sabido, O processo de a-
prendizagem requer a utilizacao de algum método
que minimize o erro da func¢ao custo, Equacao 16 .
Em geral, algoritmos do tipo gradiente descentente
e gradiente conjugado atuando sobre a funcao custo
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padrao do backpropagation podem ser empregadas
na definicao dos coeficientes da rede. Entretanto,
estes sdo frequentemente muito lentos [SG92]. Em
nosso experimento, utilizamos o método Levenberg-
Marquardt [Mar63], um elegante método que parti-
lha das vantagens do método gradiente descendente
e a rapidez do método da inversa da matriz Hessian
[PFTVI2]. A titulo de exemplo, utilizamos como da-
dos de treinamento a funcao dada pela Equacao 17,
a Figura 3 ilustra o grafico da fun¢ao 17.

flx) = sig(x).(cos(x) — sin(x)) (17)

0.5

05

Figura 3: fungao teste sig(x).(cos(x) — sin(x)).

O processo de treinamento, foi realizado utili-
zando 9 Wavelets, 90 amostras igualmente espacadas
da funcao ilustrada em 3, o intervalo [—6, 6] foi es-
colhido para a aproximacio, (note que poderia ser
um intervalo qualquer), e o erro total da aproxi-
magcao foi estabelecido ser inferior a 0.01 a finali-
zacao do processo de aprendizagem. Inicialmente,
os parametros da rede, foram setados com valores
aleatérios. O resultado da aproximacao, obtido pe-
la aplicagao do método Levenberg-Marquardt com a
fungdo mae pa(x) é ilustrado na figura 4. Nesta fi-
gura, apresentamos 4 fases distintas do processo de
aprendizagem, mais especificamente: a iteracao de
nimero 28, 65, 164 e finalmente a 198 onde ocorreu
a convergencia.

4.2 Andlise por Multiresolucao

Em geral, Wavelets nao sao sistemas ortogonais. En-
tretanto, podemos construir uma base de Wavelets
ortogonais pela escolha apropriada dos parametros
r,t e a funcao ¢ da Equacao 3. Se para o parametro
r utilizarmos (27);¢ 7, as Wavelets terdao um relacio-
namento proximo a uma expressao de multiresolucao
[Mal89]. Vamos elucidar melhor este problema. Es-
te processo é iniciado com uma apropriada escolha
da funcao ¢ conhecida por escala. Dentre as prin-
cipais propriedades da funcao escolhida para a es-
cala, a mais importante é que a familia de fungoes
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Figura 4: Processo de adaptacao das Wavelets fi-
lhas de @a2(2). A ilustragio corresponde as épocas
28,65,164 ¢ 198 do processo de treinamento.

{o(x — k), k € Z} gera uma base ortogonal para o
espaco V. A seguinte relacao descreve a analise por
multiresolucao:

... C V_1 C VO C V1

os espagos V; sao aninhados. Uma propriedade im-
portante é que Uj¢ 7z V; é um conjunto denso no L*(R),
isto é, qualquer fun¢ao do L?(%R) é escrita como com-
binagao linear do conjunto U;c zV;, e a interse¢ao dos
espagods V; ¢ vazia. Outra propriedade importante
em analise por multiresolucao é:

J(2) € V; — f(22) € Vis G E€Z

os espacos V; e Viiq sdo similares, a menos de es-
cala, isto é, se V; é descrito pelas funcées w;p(z —
k), k € Z entao o espago Vj 41 é descrito pelas funcdes
piv1e(r—k), k € Z, onde ;41 p(x—k) = V20520 —

Vamos mostrar agora, como as Wavelets entram
nesta histéria. Dado que Vy C Vi, qualquer fungao
de Vy pode ser escrita como combinacgao linear das
fungdes v/2p(2x — k) pertencentes a Vi. Em particu-
lar:

n
o) = S hivBp(2a — ) (18)
k=1
onde os coeficientes hj sao definidos pelo produto
interno de ¢(x) e ¢(2¢ — k). Consideramos agora
o complemento ortogonal de V; para V41, o qual
denotamos por W;, de maneira que podemos escrever
a Equacao 19:

Vit =V & W; (19)

Das Equagoes 18 e 19, podemos escrever a E-
quacao 20:

n

B(a) = 3= DF V(2 — k)

k=1

(20)
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Em [Dau90] é mostrado que {v/2u(2z — k), k €
Z} é uma base ortogonal para W;. Por extensao, o
conjunto {2%g0(2jx—k), k € Z} é uma base para W;.
A familia de funcdes ;5 (x) = {2%g0(2jx—k), ke Z}
¢ uma base para o L%(R).

Em processamento de sinais, os coeficientes uti-
lizados nas Equagdes 18 e 20, isto é, hy e (—1)Fhy_y,
sado conhecidos por Quadrature Mirror Filters (QMT).
Na realidade, hj corresponde a um filtro passa baixa
e (=1)*h;_; a um filtro passa alta. A titulo de efi-
ciéncia computacional, a andlise por multiresolucao
esta intimamente conectado a teoria dos algoritmos
piramidais [Ros84].

Muitos artigos tratam das propriedades e vanta-
gens da aplicacao desta técnica em varios problemas
da drea de processamento de sinais e visao computa-
cional [Dau88al, [Mal89], [Mur93], [VTG94].

Nesta secao, vamos ilustrar um exemplo de a-
proximacao de fun¢oes baseado em Wavelet de Haar
[Chu92] e outro exemplo de compressdo de imagens
através de Transformada Wavelet utilizando a funcao
polinomial ¢5(#) ilustrada na Figura 1, para ambos
os casos utilizamos o algoritmo de decomposicao e re-
construgao em Wavelet proposto por Mallat [Mal89].
Basicamente, este algoritmo resume-se em construir
uma base ortonormal de Wavelets para um espaco
p-dimensional usando o produto tensor de p funcoes
que geram subespagos do L?(%). Em [Mur93], Mu-
raki apresenta um estudo de caso para imagens tri-
dimensionais.

Para o caso uni-dimensional, ilustramos uma a-
plicagcao bastante interessante das wavelets de Haar,
associada ao problema de aproximacao de fungoes
por composicao de escalas. Para esta aplicacao utili-
zamos a mesma func¢ao apresentada na Equacao 17.
A Figura 5 ilustra os resultados obtidos através das
sucessivas aproximacao realizadas.

Figura b: Processo de aproximacao de fungoes rea-
lizado por composicao de Wavelets de Haar de di-
ferentes escalas, iniciando de cima para baixo e da
esquerda para a direita.
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A analise por multiresolucao desenvolvida por
Mallat [Mal89] é descrita pelo esquema da Figura
6, que corresponde a decomposicao de uma funcao
bi-dimensional atuando sobre as linha e colunas da
imagem. Note que este processo é facilmente exten-
dido para qualquer dimensao.

Passal | | o |
Ata d
1 diag
Passa =
Ata [] ‘L 2
Passal | | o | ;
| rrb Bai xa d
e 1 ver
Passa|_| ‘L 2 |—=
Passa|_| Ata
Bai xa $ 2 = dl hor
Passa|_| =
Bai xa $ 2 |
m
Figura 6: Representacao de filtragens passa al-

ta e passa baixa sobre linhas e colunas de sinais
bi-dimensionais para a decomposicao Wavelet. O
processo de reconstrucao é realizado de modo inver-
S0.

Com algumas operacoes algébricas, a nogao de
produto tensorial de funcgoes e as propriedades de
analise por multiresolucao, podemos escrever trées Wa-
velets, Equagoes 21-23, para a operacao de decom-
posi¢ao piramidal em imagens (caso bi-dimensional):

U (2, y) = p(x)i(y) (21)
W (z,y) = P(x)e(y) (22)
(2, y) = v(x)v(y) (23)

Em uma imagem, as bordas horizontais serao i-
lustradas em dy .., as bordas verticais em dy yer © as
bordas diagonais em dy g4y como ilustradas na Fi-
gura 6. A imagem original (Img) corresponde a uma
matriz de Nz N elementos (niveis de cinza, no caso
de imagens) e cada dy , corresponde a uma matriz
de %x% elementos. Este processo é realizado recur-
sivamente, isto é, as imagens Im, sao aplicadas ao
processo ilustrado pela Figura 6 até terminar as pos-
sibilidades de decomposi¢ao ou um nimero de niveis
pré estabelecido pelo usuario.
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A Figura 7 ilustra o esquema de decomposi¢ao
sobre uma imagem real. Uma aplicacao das Wave-
lets de Haar para extracao de caracteristicas em as-
sinaturas off-line (imagens 2D), pode ser vista em
[MF95], a Figura 7 (& direita) ilustra a decomposi¢ao
por Transformada Wavelet baseada no algoritmo pi-
ramidal com 6 niveis.

— Nivel 2<—

ﬂma *QM*

Jri Sk

Bk e ™

ok Jr Gk

Nivel 1

Figura 7: Visualizacao esquematica da Transforma-
da Wavelet bi-dimensional com dois niveis é ilus-
trada na figura a esquerda. A figura a direita i-
lustra a visualizacao de um exemplo de Assinatura
off-line e suas decomposicoes por Transformada Wa-

velet [MF95].

4.2.1 Compressao de Imagens Baseada em

PPS

Como vimos, em analise por multiresolugao, a ope-
racao de convolucao dos filtros passa baixa e passa
alta sobre uma imagem resultara nos coeficientes da
decomposicao Wavelet. Os detalhes sobre a imagem,
isto é, os coeficientes associados as bordas verticais,
horizontais e diagonais estao associados ao filtro pas-
sa alta. Quando os detalhes possuem pequenas mag-
nitudes, eles podem ser omitidos sem afetar subs-
tancialmente o efeito perceptual da visao humana a
respeito da imagem.

Assim, a nogao de limiar em coeficientes das Wa-
velets corresponde a uma maneira de retirar detalhes
nao relevantes, que sao considerados ruidos, de ma-
neira a comprimir a informacgao necessaria para a
reconstrugao da imagem [DJKP93].

Neste artigo, apresentamos os resultados de al-
guns experimentos realizados para a compressao de
imagens de tamanho 256 x 256 codificados em 256
tons de cinza através do algoritmo piramidal com
quatro niveis, usando a fun¢do Wavelet p5(2) e va-
riando os limiares. A Figura 8 ilustra os resultados
obtidos para as imagens reconstruidas apos a com-
pressao realizada.

Na Figura 8, a imagem do canto superior es-
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querdo corresponde a imagem original, a imagem do
canto superior direito corresponde a imagem com ta-
xa de informagao de 0.280640 bits/pixel a qual cor-
responde a uma compressao de 28.506308:1, a ima-
gem do canto inferior esquerdo corresponde a ima-
gem com taxa de informacao de 0.145752 bits/pixel
a qual corresponde a uma compressao de 54.88772:1 e
por ultima, a imagem do canto inferior direito corres-
ponde a imagem com taxa de informacao de 0.1011196
bits/pixel a qual corresponde a uma compressao de

79.0564283:1.

Figura 8: As imagens ilustram os resultados obtidos
através do processo de compressao. Observando da
esquerda para a direita e de cima para baixo temos: a
imagem original, a imagem comprimida 28.506308:1,
a imagem comprimida 54.88772:1 e a imagem com-

primida 79.054283:1

5 Conclusoes

Neste artigo apresentamos uma familia de funcoes
denominada Polinémios Poténcias de Sigmoides. A-
través de uma escolha conveniente de coeficientes
inteiros, é construida uma familia de func¢oes po-
linomiais Wavelets que sao extremamente uteis para
o projeto de arquiteturas em Redes Neurais Artifi-
clais, como exemplo, ilustramos uma aplicacao da
fungdo pa(2) como funcdo de ativagdo em redes neu-
rais do tipo feedforward e mostramos a capacidade
adaptativa da fun¢do ¢a(z) em problemas de apro-
ximacao de funcoes. Mostramos também uma apli-
cacao de compressao de imagens através de transfor-
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madas ortogonais geradas a partir da fun¢ao ¢s(x)

para a utilizacao em técnicas de andalise por multire-

solugao. Baseado nos resultados encontrados, verifica-
se a potencialidade do emprego da familia de func¢oes

{pi(x)} como uma abordagem eficiente em uma ga-

ma variada de possiveis aplicacoes.
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