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Abstract. This paper presents an alternative way to calculate the next approximate point in
marching techniques for the computation of the intersection of two parametric surfaces. Differing
from the classical methods, the algorithm is based on the approximate osculating circle instead of
tangent vector to estimate the next point. It provides closer estimation and a larger marching step

in each 1teration with relatively low computational cost.

1 Introducgao

A determinacao da intersecao entre duas superficies
é um importante e dificil problema em Modelagem
Geométrica. Se as superficies forem definidas por
equacoes paramétricas

(fl(ua U)’ f2(u’ U), f3(u’ U)) €
(gl(ua U)’ g2(u’ U), g3(u’ U))

entao teoricamente a intersecao de F' e (G corresponde
a solucao do sistema nao-linear de 3 equagoes a 4
variaveis

filu,v) = g1(r,s)
fa(u,v) = ga(r, s)
fa(u,v) = g3(r, 5)

Este sistema pode néo ter solugdo (quando as
duas superficies ndo se interceptarem), ter uma tnica
solugdo (no caso em que elas se tangenciam em um
ponto) ou uma infinidade de solugdes (cuja inter-
pretacao geométrica pode ser um conjunto de pontos
isolados, uma curva ou parte de uma superficie).

Existem alguns métodos basicos para a deter-
minagao da intersecao de F' e (G quando essa in-
tersecao for uma curva. Dois métodos eficientes que
fornecem pontos aproximados para este tipo de prob-
lema sdo o Método da Subdivisio (subdivision) e
o Método da Caminhada (marching). O Método
da Subdivisao é um método de natureza global que
consiste na subdivisao de todo o dominio das para-
metrizacoes, de modo que pequenas partes das su-
perficies sejam aproximadas por pequenos planos.
Desse modo, a interse¢ao superficie/superficie reduz-

se a muitas interse¢es plano/plano [Houghton—Em-
nett (1985)]. O Método da Caminhada é de na-
tureza local e consiste em se obter um ponto da in-
tersecao e uma direcao de onde provavelmente vai
estar outro ponto préximo da intersecao, e a par-
tir dessa direcao, inicia-se uma caminhada sobre os
pontos da curva interse¢do [Barnhill et al. (1987)],
[Miillenheim (1990)], [Miillenheim (1991)]. Técnicas
eficientes para o calculo da intersecao surgem quando
sao combinados esses métodos bdsicos, como apre-
sentadas em [Barnhill-Kersey (1990)] e em [Kopakar
(1991)].

O Método da Caminhada é uma técnica eficiente
e rapida, desde que sejam garantidos que os vetores
tangentes nao se anulem nos pontos da curva in-
tersecao e que a estimativa inicial de cada ponto ao
longo da caminhada seja boa. A técnica classica para
essa estimativa utiliza a direcao do vetor tangente do
ponto predecessor. Recentemente novas sugestoes
foram apresentadas para obter uma melhor aprox-
imacao inicial [Barnhill-Kersey (1990)], [Stoyanov
(1992)] a preco de um maior custo computacional.
Neste artigo é apresentada uma nova proposta com
base no conceito de circulo osculador. Através dos
exemplos testados observamos que a nossa proposta
oferece bons resultados sem comprometer a simplici-
dade do algoritmo.

Este artigo é organizado em 6 se¢oes. Na secao 2
apresentamos sucintamente o Método da Caminhada
classico; na se¢ao 3 propomos uma nova maneira de
calcular o passo da caminhada; na se¢ao 4 uma forma
detalhada de implementacao desta nova proposta e
na secao 5, fazemos algumas comparagoes entre a
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caminhada com passo calculado da forma classica e
a caminhada de acordo com a nossa proposta. Por
fim, na secao 6 apresentamos algumas conclusoes.

2 Método da Caminhada

Esta secao apresenta uma breve descri¢ao do Método
da Caminhada.

O Método da Caminhada requer um ponto da
intersecao e uma direcao da caminhada para chegar
ao proximo ponto sobre a intersecao de superficies.
Esse processo é repetido seguidamente até percorrer
toda a curva interse¢ao. E interessante observar que,
na aplicagao desta técnica, em momento algum pre-
cisamos efetivamente resolver sistemas nao-lineares
[Barnhill et al. (1987)]. Ele requer, porém, que as
func¢oes envolvidas tenham pelo menos as primeiras
derivadas continuas.

Suponhamos que seja dado Py = (p1, pa, p3), um
ponto préoximo da intersecao que corresponda aproxi-
madamente a (ug, vg) no dominio de F' e a (rg, sg) no
dominio de (G. Estes valores iniciais podem ser bem
estimados se for usado antes, por exemplo, o Método
da Subdivisao [Barnhill-Kersey (1990)] ou algum al-
goritmo especifico como em [Miillenheim (1991)].

A partir de Py podemos definir uma seqiiéncia
de pontos que converge para um ponto da intersecao
[Barnhill-Kersey (1990)], [Miillenheim (1990)]. De-
terminamos o ponto A da superficie F' que esta mais
proximo de Py, e o ponto B da superficie G que esta
mais préximo de Py. O ponto A é calculado como
sendo A = F(u,v) onde (u, v) é o limite da seqiiéncia:

- L)
Vi41 Vg

[JET] T p2 = falui,v) |,
p3 — fa(ui, vi)
a_‘);l(uiavi) a_‘);l(ulavi)
onde J = %(ui,vi) 9/2 (us, v;)

%(Uiavi) o (ui, v7)

De forma andloga, pode-se determinar o ponto
B.

Conhecidos A e B, determinamos o vetor nor-
mal n7 & superficie F' no ponto A e o vetor normal
nz a G em B (Fig. 1). Usando estes vetores normais
e os pontos A e B, obtemos as equacoes dos planos
tangentes Tr(A) e Te(B) as superficies F' e (G nos
pontos A e B, respectivamente. Estes planos podem
ser paralelos, coincidentes ou podem se interceptar
segundo uma reta K. Caso os planos nao se inter-
ceptem segundo uma reta, deve-se voltar ao inicio
do algoritmo e escolher outro ponto inicial Fy.
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Figure 1: Vetores normais aos planos tangentes

Em seguida, calculamos a proje¢ao ortogonal Oy
de A na reta R, a projecao ortogonal Os de B em
R, e o ponto médio P; do segmento de reta O105.
Substituimos P; por Py e repetimos todo esse proced-
imento para obter um novo ponto Pj, e assim suces-
sivamente até que P; seja suficientemente préximo
de Py (dentro de uma aproximacao desejada previ-
amente definida, por exemplo, menor do que 107°),
ou seja, que o ponto P; possa ser considerado per-
tencente a intersecao de F' e (.

Como, por hipdtese, as funcoes F' e (¢ tém suas
primeiras derivadas continuas nos pontos da interse-

- . o~
¢ao, entao o vetor tangente 7 & intersecao de F' e (¢
no ponto que corresponda a (ug, vg) no dominio de
F e a (rg, s0) no dominio de GG, pode ser calculado

— — —
como sendo T' = N; x Ny, onde

— OoF OoF
Ny = a—u(uo,vo) X 8_v(uo’vo)
— oG 0G
Ny = W(TO,SO) X E(TO,SO)

Uma vez calculado o ponto da intersecao e o ve-

tor tangente ?, estima-se o ponto inicial da sequéncia
que converge para o préoximo ponto da intersecao a
partir dos pontos conhecidos, procurando-se camin-
har na dire¢ao do vetor tangente. O método classico
de caminhada estima o préximo ponto como sendo o
ponto

—

T
P+ L——-

—
Il

onde L é o comprimento do passo da camin-
hada. L pode ser constante (convenientemente pe-
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queno) [Miillenheim (1990)], ou entao ser dado em
funcao da curvatura da curva intersecao no ponto P
[Barnhill-Kersey (1990)].

Alternativamente, podemos adotar outra direcao
de caminhada. Ao invés de considerarmos que a
aproximacao do préximo ponto esteja sobre a reta
tangente ao ponto atual, podemos supor que o pré-
ximo ponto aproximado esteja sobre outro tipo de
curva. Em [Stoyanov (1992)] é considerado que o
préximo ponto aproximado esteja sobre uma parabola
que aproxima a curva intersecao no ponto corrente.

Depois que forem obtidos pontos isolados da in-
tersecao com seus respectivos vetores tangentes, pode-
se tracar a curva usando-se, por exemplo, uma inter-
polacdao com polinomios de Hermite cibicos.

Vale ressaltar ainda que, quando o vetor tan-
gente se anula em algum ponto @, ficamos sem ter
uma direcao para prosseguir na caminhada. Neste
caso, entre outros poucos procedimentos que podem
ser adotados, pode-se usar o vetor tangente que foi
calculado antes de () para obter a dire¢ao do préximo
ponto [Miillenheim (1990)], [Barnhill-Kersey (1990)].

O Método da Caminhada assim descrito é gené-
rico. Existem trabalhos que exploram as proprieda-
des geométricas de certas classes especificas de su-
perficies para aumentar a eficiéncia do método [Pa-
trikalakis (1993)], [Lasser (1986)] ou [Kriezis et al.
(1990)].

3 Um Passo Circular

Quando duas curvas parametrizadas continuas ¢(2)
e ¢(t) tém uma intersecdo em um ponto P tal que
P = ¢(t1) = ¢(t2), podemos supor que t; = t; caso
contrario, reparametrizamos uma das curvas fazendo
a mudanca de variavel s = t+t; —t5. Da definicao de
func¢ao continua temos que se t for escolhido préximo
de t1, entdao o ponto ¢(t) serd préximo de ¢(t). Por-
tanto, no caso particular em que ¢(¢) for uma cir-
cunferéncia tangente & curva ¢(t) em um ponto @,
a curva ¢(t) pode ser aproximada por uma circun-
feréncia ¢(¢). O circulo que passa pelos pontos ¢(t),
o(t+h), ¢(t+k) quando h e k tendem a 0 é um circulo
chamado circulo osculador em t cujo raio é denom-
inado raio de curvatura em t. O circulo osculador
tem um maior raio nos pontos de menor curvatura e
um menor raio onde a curvatura for mais acentuada
[Carmo (1971)].

Neste artigo, com base no conceito de circulo
osculador, propomos um algoritmo de caminhada se-
gundo passos circulares. Sao circulares porque toma-
mos como proximo ponto aproximado da intersecao
um ponto A sobre um circulo osculador aproximado,
tangente a curva interse¢ao. O circulo osculador é
adaptativo no sentido de que ele se adapta ao for-
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mato da curva intersecao: o seu ralo varia ponto a
ponto, de acordo com a curvatura da curva intersecao
em cada ponto (Fig. 2). A existéncia do circulo os-
culador é garantida pelo fato de que se pressupoe que
a curva intersecao seja continua, com derivadas em
todos os pontos.

Figure 2: Circulo osculador aproximado

O uso de circulo osculador aproximado no lugar
do circulo osculador teérico se deve ao compromisso
entre o grau de complexidade da implementacao e a
precisao dos resultados que procuramos encontrar.

Construtivamente, o circulo osculador aproxi-
mado em cada ponto () é o circulo que passa por ele
e pelo seu ponto predecessor P no sentido da cam-
inhada e tangencia os vetores W e ¥ tangentes &
curva interse¢do nestes pontos (Fig. 3). Para que
esta construcao seja possivel as seguintes condicoes
devem ser observadas;

(1) O angulo entre os vetores w e v nao deve
ser nulo nem muito préoximo de 0, para que o centro
do circulo osculador possa ser calculado.

(2) O trecho a ser aproximado pela circunferéncia
precisa ser “quase plano”, uma vez que o circulo os-
culador deve estar contido num plano.

(3) A curva intersecdo ¢ nao deve “oscilar” entre
P e @, para que o circulo construido seja uma melhor
aproximacao do circulo osculador.

Se a condicdo (1) nao for satisfeita, recomenda-
se o uso do passo cldssico pontualmente. E se as
condig¢des (2) e (3) ndo forem atendidas deve-se, antes
de se prosseguir na caminhada, determinar um outro
ponto da intersecao que fique entre P e () de tal
forma que (2) e (3) fiquem satisfeitas. A condigéo (2)
pode ser testada, verificando-se se o produto misto

dos vetores w x (v - C'—P>) é préximo de 0.
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Tendo sido determinado o circulo osculador a-
proximado, o préximo ponto aproximado da curva
intersecao A é obtido caminhando-se L unidades so-
bre este circulo a partir de ), no sentido de P para
(). Note-se que se escolhermos valores apropriados
para L poderemos evitar que ocorram oscilagoes en-
tre dois pontos consecutivos.

Segundo testes que realizamos para diversos tipos
de superficies, o ponto A obtido através do nosso
circulo osculador aproximado, em geral, é mais pro-
ximo da curva intersecao ¢ do que o ponto B con-
struido usando-se a dire¢ao do vetor tangente (passo
clssico).

A construcao detalhada deste circulo é descrita
na proxima segao.

4 Uma Implementacao Eficiente

Nesta secao apresentamos um algoritmo para imple-
mentacao da idéia descrita na secao anterior. Sao
usadas apenas operacoes simples, sendo que a parte
mais trabalhosa, sao dois produtos de matrizes qua-
dradas de ordem 3. O fato de usar a cada iteracao
dois pontos da curva e dois vetores tangentes nao o
torna mais complicado do que o método classico, que
usa somente um ponto e um vetor tangente.

Figure 3: Computacao do circulo osculador aproxi-
mado

Consideremos 2 pontos da curva intersecao P e
() com seus respectivos vetores tangentes woe v.
Fixado o comprimento do passo da caminhada L e
construida a circunferéncia descrita nesta secao, o
préximo ponto aproximado da intersecao pode ser
estimado caminhando-se L unidades sobre a circun-
feréncia a partir de @, no sentido de P para @) (Fig.
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Para cada par de pontos P = (p1,p2,p3) ¢ Q =
(g1, 92, ¢3) da curva interse¢do com seus respectivos
— —

vetores tangentes w = (uy, us, uz) e v = (vy,v2,v3),

podemos achar a equacao do plano que passa por P
— , ~

e tem u como vetor normal, e também a equacgao do

—

plano que passa por ) e tem v como vetor normal.

Estas equacgoes sao dadas, respectivamente, por

ULE + Uy + uzz =  uip1 + uap2 + u3ps

vi& + vy +vsz = V141 + V242 + v3q3

Se os vetores W e v nao forem paralelos, pode-
mos determinar a reta interse¢ao r(t) destes planos
resolvendo o sistema linear formado pelas duas e-
quagbes anteriores. Se esta reta r(¢) nao for par-
alela ao plano z = 0, entao ela intercepta o plano
z = 0 em um unico ponto R e intercepta também
o plano z = 1 em um unico ponto .S. Substituindo
z = 0 nas duas equacoes anteriores e resolvendo o sis-
tema linear obtido obtemos um ponto R = (r1, ra, r3)
na reta intersecao dos planos.
com z = 1, obtemos outro ponto S = (s1, s2, s3) da

Fazendo o mesmo

mesma intersecao. Se a reta intersecao destes planos
for paralela ao plano z = 0, entao calculamos os pon-

tos R e S de forma analoga: substituimos y = 0
e depois y = 1 nas equacdes anteriores, ou entao
substituimos z = 0 e depois # = 1. Logo, a reta

intersecao dos planos tem equacao paramétrica da
forma r(t) = R+ t(S — R). Podemos entdo deter-
minar o unico ponto desta reta que é equidistante
dos pontos P e (), bastando para isso resolver uma
equacao do primeiro grau na variavel . A solugao
desta equagdo é t = a/b, onde

a

PP = 1QIIP = 2(P — Q).5 e
AP~ Q) (5 R).

Nao é possivel calcular este valor de f somente
quando b = 0. Neste caso, todos os pontos da reta
r(t) serdo equidistantes de P e @) e podemos tomar
o valor de ¢ da iteracao anterior.

O ponto equidistante de P e ) determinado an-
teriormente é o centro da circunferéncia e o raio p é
a distancia de P a C'.

Quando for calculado o centro €', entao calcu-
lamos o vetor normal ao plano da circunferéncia que
é WI (P—C) X (Q—C) = (77,1,77,2,77,3).

Aplicando a esta circunferéncia uma translagao
T(X) = X — C seguida de uma rotagao R que leve o

. —
vetor 7 a ficar paralelo ao vetor k = (0,0, 1) obte-
mos uma circunferéncia no plano z = 0 com centro
na origem O = (0,0, 0). Neste caso, os pontos P e Q)
sao levados para pontos P’ e ' na circunferéncia do
plano z = 0. Usamos P’ e )/ para determinarmos
um outro ponto A’ sobre esta circunferéncia de tal
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forma que o arco de circunferéncia )’ A’ tenha com-
primento L. E importante observar se o sentido P’
para ()’ é hordrio ou anti-horario. Isto pode ser feito
calculando-se os angulos « e 3 que os vetores OP’ e

0@’ formam com o vetor T = (1,0,0), respectiva-
mente.

Para que o arco de circunferéncia @'A’ tenha
comprimento L, é preciso que ele determine na cir-
cunferéncia de raio p, um angulo central de 6§ = L/p
radianos. Se o < 3, entao o sentido de P’ para @’
serd anti-horario e o ponto A’ procurado sera igual
a (pcos(B + ), psin(f + 6)); caso contrario, o sen-
tido de P’ para @' serd horario e o ponto A’ serd
(pcos(f — 6), psin(B —0)).

Aplicando-se as transformacdes inversas R~! e
T-1 a A’, obtemos o ponto A desejado na circun-
feréncia inicial. O célculo de T~ é imediato (7T~1(X)
= X 4+ (). Em coordenadas cartesianas, a rotagao

R é dada por R(z,y,z) = [x,y, z][R], onde

A ny
— —ning ns 2
[R] = N by by
—nins —na2 ns
NG X i
e A = y/nZ+ni
V = \/n%—i—n%—l—n%.

Esta matriz representa a composicao de duas
rotacoes: uma em torno do eixo x e outra em torno
do eixo y.

No caso particular em que A = 0, consideramos

n

0
R] = 0

1
[n4]

0
1
0

ool

Como [R] é produto de rotacoes, sua matriz serd
ortogonal, e dai, sua inversa sera a matriz transposta

[R]".

5 Exemplos e Comparacoes

Nesta secao sao apresentados cinco exemplos.

Exemplo 1: Consideremos na hélice

f(t) = (cos(t),sin(t),t)

os pontos P = (0.5403, 0.8414, 1.0000) e Q =
(-0.4161, 0.9092, 2.0000). Neste caso, pelo algo-
ritmo descrito, obtemos uma circunferéncia de
centro C' = (-0.1568, -1.0200, 1.4192) e raio r =
2.031534. Usando um vetor tangente a curva no
ponto ) de comprimento igual a 1 obtemos o
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ponto (-1.0591, 0.5789, 2.8104) que estd a uma
distancia de 0.241830 unidades da hélice. Us-
ando agora a circunferéncia de centro C' e raio r
e um arco de comprimento também 1, obtemos
o ponto (-1.0459, 0.3994, 2.5686) que estd a uma
distancia de 0.192835 unidades da hélice.

Consideremos agora a curva polinomial-racional

tB—t+1 2¢3

= (——— 2+ 4t = _Tt-2
f(t) (t2+1 A7+ +3,t2+1 7 )

e tomemos sobre esta curva os pontos P = (0.5000,
8.0000,-8.0000) e @ = (1.4000, 15.0000, -12.8000).
Com isso, temos uma circunferéncia de centro
C' = (-15.4835, 42.7887, 32.1481) e raio r =
55.4761. Usando o vetor tangente em ) de com-
primento 0.1, obtemos o ponto (2.5524, 23.5287,
-17.6399) que estd a uma distancia de 0.258819
unidades da curva. Usando o arco da circun-
feréncia também de comprimento 0.1, obtemos
o ponto (1.4082, 15.0861, -12.8500) que estd a
0.003498 unidades de distancia da curva.

Exemplo 2: Consideremos as superficies parame-
trizadas por

(u,v,u® +v? —u— 20+ 1)
G(u,v) = (uv,u+v,50° —u?v+5).

Podemos obter pelos algoritmos classicos os pon-
tos P = (1.4517, 2.5642, 4.0550) ¢ Q = (1.4579,
2.5664, 4.0950) pertencentes & intersecao destas
superficies. Estimando-se o préximo ponto da
intersecao pelo vetor tangente em (), obtemos
como ponto aproximado 4 = (1.6094, 2.5834,
4.1119). Com 3 iteracdes do algoritmo cldssico,
obtemos o ponto I = (1.4639, 2.5686, 4.1342) na
intersecao. A distancia entre A e [ é de 0.1479
unidades.

Usando-se a circunferéncia do algoritmo proposto
neste artigo, obtemos como ponto aproximado
daintersecao A = (1.6074, 2.6158, 5.0825). Com
3 iteracoes do algoritmo de convergeéncia classico,
obtemos o ponto I = (1.5926, 2.6237, 5.0839) na
intersecao das superficies. Neste caso, a distancia
entre [ e A é de 0.0168 unidades. Além disso,
no primeiro método a distancia entre I e @) é
de 0.0397 unidades, enquanto que no segundo

método é de 0.9996 unidades.

Exemplo 3: Sejam F' e (G o paraboldide de revolu-
cao e o cilindro circular parametrizados por

(u,v,u” 4+ v*) e por
(2 cos(u), 2sin(v), v).

Anats do IX SIBGRAPI, outubro de 1996
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Figure 4: Exemplo 4 - Resultado obtido pelo método
tradicional

Os pontos P = (1.3993, 1.4289, 4.0000) e Q =
(0.7206, 1.8656, 4.0000) pertencem & interse¢ao

destas superficies. O vetor tangente em ) fornece

como préximo ponto aproximado A = (-0.2121,
1.7595, 3.8939). Com 2 iteragdes do algoritmo
cldssico, obtemos I= (-0.2268, 1.9870, 4.0000)
na intersecao. A distancia entre [ e A é de
0.2514 unidades. A circunferéncia que passa por
P e @ definida neste artigo, fornece o ponto A
= (-0.2476, 2.0258, 4.1351) como aproximacao
para o préximo ponto da intersecao. Com ape-
nas 2 iteracoes do algoritmo classico, obtemos
convergéncia para o ponto da intersecdo I = (-
0.2427, 1.9852, 4.0000). Neste caso, a distancia
entre I e A fica reduzida a 0.1411 unidades.
Neste exemplo a distancia entre [ e ) € de 0.9552
unidades no primeiro método e é de 0.9707 uni-
dades no segundo.

Exemplo 4: Consideremos o plano F(u,v) = (u, v,

u—v+1) e oelipséide G(u, v) = (cos(v) cos(u),
2sin(v) cos(u), 3sin(u)) . Usando um vetor tan-
gente de comprimento constante igual a 0.001,
o algoritmo tradicional da caminhada sobre a
intersecao de F' e (G encontra um total de 100
pontos da intersecao, executando um total de
200 iteracoes no trecho do algoritmo que trata
da convergencia dos pontos aproximados para
os pontos da intersecao. A distancia total per-
corrida nestes 100 pontos é de 0.0016 unidades
(Fig. 4). Usando o passo circular de compri-
mento constante também igual a 0.001, obtemos
100 pontos, num total de 300 iteracoes na con-
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Figure 5: Exemplo 4 - Resultado obtido pelo método
proposto

vergencia para pontos da intersecao. Neste caso,
a distancia total percorrida é de 0.1484 unidades

(Fig. 5).

Exemplo 5: Consideremos agora os cilindros circu-

lares
1 — 2 2v
u’—’—
1402142
1 — 2 2v
—’—’u
14+v27 1402

F(u,v) = ) e

G(u,v) = | ).

Usando um vetor tangente de comprimento con-
stante igual a 0.01, o algoritmo tradicional en-
contra um total de 100 pontos da intersecao,
executando um total de 200 iteracoes na con-
vergencia para os pontos da intersecao. A dis-
tancia total percorrida nestes 100 pontos é de
0.3646 unidades (Fig. 6). Usando o passo cir-
cular de comprimento constante também igual
a 0.01, obtemos 100 pontos num total de 296
iteracOes na convergéncia para pontos da inter-
secao. Neste caso, a distancia total percorrida é
de 1.0099 unidades (Fig. 7). Se com estes mes-
mos cilindros, reduzirmos o tamanho do passo
da caminhada para 0.001 unidades, o passo cir-
cular tem um melhor desempenho do que o passo
obtido usando-se apenas o vetor tangente. Neste
caso, a caminhada segundo o método classico
encontra 100 pontos num total de 197 iteragoes,
percorrendo uma distancia total de 0.0475 uni-
dades sobre a curva intersecao, enquanto que o
passo circular encontra 100 pontos da intersecao
executando 188 iteracoes e percorrendo um total
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Figure 6: Exemplo 5 - Resultado obtido pelo método
tradicional

de 0.1010 unidades sobre a curva intersegao.

6 Consideracoes finais

Em muitos exemplos testados, o esforco computa-
cional do método proposto nao é muito maior do que
o usado no método da caminhada simples classica
(vetor tangente de comprimento constante). Se for
usado uma caminhada orientada pelo vetor tangente
com comprimento variando ponto a ponto, de acordo
com a curvatura da curva interse¢do ¢ (como em
[Barnhill-Kersey (1990)] ou [Stoyanov (1992)]) cer-
tamente o passo circular aqui proposto serd menos
custoso sob o ponto de vista computacional. O cal-
culo da curvatura ponto a ponto equivale ao calculo
de uma expressao da forma

[l¢'(@) x " (@]
e’ @I

Em quase todos os exemplos testados, o passo

circular forneceu uma melhor aproximacao inicial para
os pontos da intersecao, bem como uma maior distancia

percorrida na curva interse¢ao. Pode ser mostrado
que a mailor distancia percorrida é consequéncia da
melhor aproximacao inicial.
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