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Abstract. This paper presents an alternative way to calculate the next approximate point in
marching techniques for the computation of the intersection of two parametric surfaces. Di�ering
from the classical methods, the algorithm is based on the approximate osculating circle instead of
tangent vector to estimate the next point. It provides closer estimation and a larger marching step
in each iteration with relatively low computational cost.

1 Introdu�c~ao

A determina�c~ao da interse�c~ao entre duas superf��cies
�e um importante e dif��cil problema em Modelagem
Geom�etrica. Se as superf��cies forem de�nidas por
equa�c~oes param�etricas

F (u; v) = (f1(u; v); f2(u; v); f3(u; v)) e

G(u; v) = (g1(u; v); g2(u; v); g3(u; v))

ent~ao teoricamente a interse�c~ao de F eG corresponde
�a solu�c~ao do sistema n~ao-linear de 3 equa�c~oes a 4
vari�aveis 8<

:
f1(u; v) = g1(r; s)
f2(u; v) = g2(r; s)
f3(u; v) = g3(r; s)

Este sistema pode n~ao ter solu�c~ao (quando as
duas superf��cies n~ao se interceptarem), ter uma �unica
solu�c~ao (no caso em que elas se tangenciam em um
ponto) ou uma in�nidade de solu�c~oes (cuja inter-
preta�c~ao geom�etrica pode ser um conjunto de pontos
isolados, uma curva ou parte de uma superf��cie).

Existem alguns m�etodos b�asicos para a deter-
mina�c~ao da interse�c~ao de F e G quando essa in-
terse�c~ao for uma curva. Dois m�etodos e�cientes que
fornecem pontos aproximados para este tipo de prob-
lema s~ao o M�etodo da Subdivis~ao (subdivision) e
o M�etodo da Caminhada (marching). O M�etodo
da Subdivis~ao �e um m�etodo de natureza global que
consiste na subdivis~ao de todo o dom��nio das para-
metriza�c~oes, de modo que pequenas partes das su-
perf��cies sejam aproximadas por pequenos planos.
Desse modo, a interse�c~ao superf��cie/superf��cie reduz-

se a muitas interse�c~oes plano/plano [Houghton{Em-
nett (1985)]. O M�etodo da Caminhada �e de na-
tureza local e consiste em se obter um ponto da in-
terse�c~ao e uma dire�c~ao de onde provavelmente vai
estar outro ponto pr�oximo da interse�c~ao, e a par-
tir dessa dire�c~ao, inicia-se uma caminhada sobre os
pontos da curva interse�c~ao [Barnhill et al. (1987)],
[M�ullenheim (1990)], [M�ullenheim (1991)]. T�ecnicas
e�cientes para o c�alculo da interse�c~ao surgem quando
s~ao combinados esses m�etodos b�asicos, como apre-
sentadas em [Barnhill{Kersey (1990)] e em [Kopakar
(1991)].

O M�etodo da Caminhada�e uma t�ecnica e�ciente
e r�apida, desde que sejam garantidos que os vetores
tangentes n~ao se anulem nos pontos da curva in-
terse�c~ao e que a estimativa inicial de cada ponto ao
longo da caminhada seja boa. A t�ecnica cl�assica para
essa estimativa utiliza a dire�c~ao do vetor tangente do
ponto predecessor. Recentemente novas sugest~oes
foram apresentadas para obter uma melhor aprox-
ima�c~ao inicial [Barnhill{Kersey (1990)], [Stoyanov
(1992)] a pre�co de um maior custo computacional.
Neste artigo �e apresentada uma nova proposta com
base no conceito de c��rculo osculador. Atrav�es dos
exemplos testados observamos que a nossa proposta
oferece bons resultados sem comprometer a simplici-
dade do algoritmo.

Este artigo �e organizado em 6 se�c~oes. Na se�c~ao 2
apresentamos sucintamente o M�etodo da Caminhada
cl�assico; na se�c~ao 3 propomos uma nova maneira de
calcular o passo da caminhada; na se�c~ao 4 uma forma
detalhada de implementa�c~ao desta nova proposta e
na se�c~ao 5, fazemos algumas compara�c~oes entre a
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caminhada com passo calculado da forma cl�assica e
a caminhada de acordo com a nossa proposta. Por
�m, na se�c~ao 6 apresentamos algumas conclus~oes.

2 M�etodo da Caminhada

Esta se�c~ao apresenta uma breve descri�c~ao do M�etodo
da Caminhada.

O M�etodo da Caminhada requer um ponto da
interse�c~ao e uma dire�c~ao da caminhada para chegar
ao pr�oximo ponto sobre a interse�c~ao de superf��cies.
Esse processo �e repetido seguidamente at�e percorrer
toda a curva interse�c~ao. �E interessante observar que,
na aplica�c~ao desta t�ecnica, em momento algum pre-
cisamos efetivamente resolver sistemas n~ao-lineares
[Barnhill et al. (1987)]. Ele requer, por�em, que as
fun�c~oes envolvidas tenham pelo menos as primeiras
derivadas cont��nuas.

Suponhamos que seja dado P0 = (p1; p2; p3), um
ponto pr�oximo da interse�c~ao que corresponda aproxi-
madamente a (u0; v0) no dom��nio de F e a (r0; s0) no
dom��nio de G. Estes valores iniciais podem ser bem
estimados se for usado antes, por exemplo, o M�etodo
da Subdivis~ao [Barnhill{Kersey (1990)] ou algum al-
goritmo espec���co como em [M�ullenheim (1991)].

A partir de P0 podemos de�nir uma seq�uência
de pontos que converge para um ponto da interse�c~ao
[Barnhill-Kersey (1990)], [M�ullenheim (1990)]. De-
terminamos o ponto A da superf��cie F que est�a mais
pr�oximo de P0, e o ponto B da superf��cie G que est�a
mais pr�oximo de P0. O ponto A �e calculado como
sendo A = F (u; v) onde (u; v) �e o limite da seq�uência:

�
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�
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�
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�
+

�
J tJ

�
�1

J t
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De forma an�aloga, pode-se determinar o ponto
B.

Conhecidos A e B; determinamos o vetor nor-
mal �!n1 �a superf��cie F no ponto A e o vetor normal
�!n2 a G em B (Fig. 1). Usando estes vetores normais
e os pontos A e B, obtemos as equa�c~oes dos planos
tangentes TF (A) e TG(B) �as superf��cies F e G nos
pontos A e B, respectivamente. Estes planos podem
ser paralelos, coincidentes ou podem se interceptar
segundo uma reta R. Caso os planos n~ao se inter-
ceptem segundo uma reta, deve-se voltar ao in��cio
do algoritmo e escolher outro ponto inicial P0.

Figure 1: Vetores normais aos planos tangentes

Em seguida, calculamos a proje�c~ao ortogonalO1

de A na reta R; a proje�c~ao ortogonal O2 de B em
R, e o ponto m�edio P1 do segmento de reta O1O2.
Substituimos P1 por P0 e repetimos todo esse proced-
imento para obter um novo ponto P1, e assim suces-
sivamente at�e que P1 seja su�cientemente pr�oximo
de P0 (dentro de uma aproxima�c~ao desejada previ-
amente de�nida, por exemplo, menor do que 10�6),
ou seja, que o ponto P1 possa ser considerado per-
tencente �a interse�c~ao de F e G:

Como, por hip�otese, as fun�c~oes F e G têm suas
primeiras derivadas cont��nuas nos pontos da interse-

�c~ao, ent~ao o vetor tangente
�!
T �a interse�c~ao de F e G

no ponto que corresponda a (u0; v0) no dom��nio de
F e a (r0; s0) no dom��nio de G, pode ser calculado

como sendo
�!
T =

�!
N1 �

�!
N2, onde

�!
N1 =

@F

@u
(u0; v0)�

@F

@v
(u0; v0)

�!
N2 =

@G

@r
(r0; s0) �

@G

@s
(r0; s0)

Uma vez calculado o ponto da interse�c~ao e o ve-

tor tangente
�!
T ; estima-se o ponto inicial da seq�uência

que converge para o pr�oximo ponto da interse�c~ao a
partir dos pontos conhecidos, procurando-se camin-
har na dire�c~ao do vetor tangente. O m�etodo cl�assico
de caminhada estima o pr�oximo ponto como sendo o
ponto

P + L

�!
T

jj
�!
T jj

onde L �e o comprimento do passo da camin-
hada. L pode ser constante (convenientemente pe-
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queno) [M�ullenheim (1990)], ou ent~ao ser dado em
fun�c~ao da curvatura da curva interse�c~ao no ponto P
[Barnhill{Kersey (1990)].

Alternativamente, podemos adotar outra dire�c~ao
de caminhada. Ao inv�es de considerarmos que a
aproxima�c~ao do pr�oximo ponto esteja sobre a reta
tangente ao ponto atual, podemos supor que o pr�o-
ximo ponto aproximado esteja sobre outro tipo de
curva. Em [Stoyanov (1992)] �e considerado que o
pr�oximo ponto aproximadoesteja sobre uma par�abola
que aproxima a curva interse�c~ao no ponto corrente.

Depois que forem obtidos pontos isolados da in-
terse�c~ao com seus respectivos vetores tangentes, pode-
se tra�car a curva usando-se, por exemplo, uma inter-
pola�c~ao com polinômios de Hermite c�ubicos.

Vale ressaltar ainda que, quando o vetor tan-
gente se anula em algum ponto Q, �camos sem ter
uma dire�c~ao para prosseguir na caminhada. Neste
caso, entre outros poucos procedimentos que podem
ser adotados, pode-se usar o vetor tangente que foi
calculado antes de Q para obter a dire�c~ao do pr�oximo
ponto [M�ullenheim (1990)], [Barnhill{Kersey (1990)].

O M�etodo da Caminhada assim descrito �e gen�e-
rico. Existem trabalhos que exploram as proprieda-
des geom�etricas de certas classes espec���cas de su-
perf��cies para aumentar a e�ciência do m�etodo [Pa-
trikalakis (1993)], [Lasser (1986)] ou [Kriezis et al.
(1990)].

3 Um Passo Circular

Quando duas curvas parametrizadas cont��nuas �(t)
e '(t) têm uma interse�c~ao em um ponto P tal que
P = �(t1) = '(t2), podemos supor que t1 = t2; caso
contr�ario, reparametrizamos uma das curvas fazendo
a mudan�ca de vari�avel s = t+t1�t2. Da de�ni�c~ao de
fun�c~ao cont��nua temos que se t for escolhido pr�oximo

de t1, ent~ao o ponto �(t) ser�a pr�oximo de '(t). Por-
tanto, no caso particular em que �(t) for uma cir-
cunferência tangente �a curva '(t) em um ponto Q,
a curva '(t) pode ser aproximada por uma circun-
ferência �(t). O c��rculo que passa pelos pontos '(t);
'(t+h); '(t+k) quando h e k tendem a 0 �e um c��rculo
chamado c�{rculo osculador em t cujo raio �e denom-
inado raio de curvatura em t. O c��rculo osculador
tem um maior raio nos pontos de menor curvatura e
um menor raio onde a curvatura for mais acentuada
[Carmo (1971)].

Neste artigo, com base no conceito de c��rculo
osculador, propomos um algoritmo de caminhada se-
gundo passos circulares. S~ao circulares porque toma-
mos como pr�oximo ponto aproximado da interse�c~ao
um ponto A sobre um c��rculo osculador aproximado,
tangente �a curva interse�c~ao. O c��rculo osculador �e
adaptativo no sentido de que ele se adapta ao for-

mato da curva interse�c~ao: o seu raio varia ponto a
ponto, de acordo com a curvatura da curva interse�c~ao
em cada ponto (Fig. 2). A existência do c��rculo os-
culador �e garantida pelo fato de que se pressup~oe que
a curva interse�c~ao seja cont��nua, com derivadas em
todos os pontos.

Figure 2: C��rculo osculador aproximado

O uso de c��rculo osculador aproximado no lugar
do c��rculo osculador te�orico se deve ao compromisso
entre o grau de complexidade da implementa�c~ao e a
precis~ao dos resultados que procuramos encontrar.

Construtivamente, o c��rculo osculador aproxi-
mado em cada ponto Q �e o c��rculo que passa por ele
e pelo seu ponto predecessor P no sentido da cam-
inhada e tangencia os vetores �!u e �!v tangentes �a
curva interse�c~ao nestes pontos (Fig. 3). Para que
esta constru�c~ao seja poss��vel as seguintes condi�c~oes
devem ser observadas;

(1) O ângulo entre os vetores �!u e �!v n~ao deve
ser nulo nem muito pr�oximo de 0, para que o centro
do c��rculo osculador possa ser calculado.

(2) O trecho a ser aproximado pela circunferência
precisa ser \quase plano", uma vez que o c��rculo os-
culador deve estar contido num plano.

(3) A curva interse�c~ao ' n~ao deve \oscilar" entre
P e Q, para que o c��rculo constru��do seja umamelhor
aproxima�c~ao do c��rculo osculador.

Se a condi�c~ao (1) n~ao for satisfeita, recomenda-
se o uso do passo cl�assico pontualmente. E se as
condi�c~oes (2) e (3) n~ao forem atendidas deve-se, antes
de se prosseguir na caminhada, determinar um outro
ponto da interse�c~ao que �que entre P e Q de tal
forma que (2) e (3) �quem satisfeitas. A condi�c~ao (2)
pode ser testada, veri�cando-se se o produto misto

dos vetores �!u � (�!v �
�!
CP ) �e pr�oximo de 0:
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Tendo sido determinado o c��rculo osculador a-
proximado, o pr�oximo ponto aproximado da curva
interse�c~ao A �e obtido caminhando-se L unidades so-
bre este c��rculo a partir de Q, no sentido de P para
Q. Note-se que se escolhermos valores apropriados
para L poderemos evitar que ocorram oscila�c~oes en-
tre dois pontos consecutivos.

Segundo testes que realizamos para diversos tipos
de superf��cies, o ponto A obtido atrav�es do nosso
c��rculo osculador aproximado, em geral, �e mais pr�o-
ximo da curva interse�c~ao ' do que o ponto B con-
stru��do usando-se a dire�c~ao do vetor tangente (passo
cl�assico).

A constru�c~ao detalhada deste c��rculo �e descrita
na pr�oxima se�c~ao.

4 Uma Implementa�c~ao E�ciente

Nesta se�c~ao apresentamos um algoritmo para imple-
menta�c~ao da id�eia descrita na se�c~ao anterior. S~ao
usadas apenas opera�c~oes simples, sendo que a parte
mais trabalhosa, s~ao dois produtos de matrizes qua-
dradas de ordem 3. O fato de usar a cada itera�c~ao
dois pontos da curva e dois vetores tangentes n~ao o
torna mais complicado do que o m�etodo cl�assico, que
usa somente um ponto e um vetor tangente.

Figure 3: Computa�c~ao do c��rculo osculador aproxi-
mado

Consideremos 2 pontos da curva interse�c~ao P e
Q com seus respectivos vetores tangentes �!u e �!v .
Fixado o comprimento do passo da caminhada L e
constru��da a circunferência descrita nesta se�c~ao, o
pr�oximo ponto aproximado da interse�c~ao pode ser
estimado caminhando-se L unidades sobre a circun-
ferência a partir de Q, no sentido de P para Q (Fig.
3).

Para cada par de pontos P = (p1; p2; p3) e Q =
(q1; q2; q3) da curva interse�c~ao com seus respectivos

vetores tangentes �!u = (u1; u2; u3) e
�!v = (v1; v2; v3),

podemos achar a equa�c~ao do plano que passa por P
e tem �!u como vetor normal, e tamb�em a equa�c~ao do
plano que passa por Q e tem �!v como vetor normal.
Estas equa�c~oes s~ao dadas, respectivamente, por

u1x+ u2y + u3z = u1p1 + u2p2 + u3p3

v1x+ v2y + v3z = v1q1 + v2q2 + v3q3

Se os vetores �!u e �!v n~ao forem paralelos, pode-
mos determinar a reta interse�c~ao r(t) destes planos
resolvendo o sistema linear formado pelas duas e-
qua�c~oes anteriores. Se esta reta r(t) n~ao for par-
alela ao plano z = 0, ent~ao ela intercepta o plano
z = 0 em um �unico ponto R e intercepta tamb�em
o plano z = 1 em um �unico ponto S. Substituindo
z = 0 nas duas equa�c~oes anteriores e resolvendo o sis-
tema linear obtido obtemos um ponto R = (r1; r2; r3)
na reta interse�c~ao dos planos. Fazendo o mesmo
com z = 1, obtemos outro ponto S = (s1; s2; s3) da
mesma interse�c~ao. Se a reta interse�c~ao destes planos
for paralela ao plano z = 0, ent~ao calculamos os pon-
tos R e S de forma an�aloga: substitu��mos y = 0
e depois y = 1 nas equa�c~oes anteriores, ou ent~ao
substitu��mos x = 0 e depois x = 1. Logo, a reta
interse�c~ao dos planos tem equa�c~ao param�etrica da
forma r(t) = R + t(S � R). Podemos ent~ao deter-
minar o �unico ponto desta reta que �e equidistante
dos pontos P e Q, bastando para isso resolver uma
equa�c~ao do primeiro grau na vari�avel t. A solu�c~ao
desta equa�c~ao �e t = a=b, onde

a = jjP jj2� jjQjj2� 2(P �Q):S e

b = 2(P �Q) � (S � R):

N~ao �e poss��vel calcular este valor de t somente
quando b = 0: Neste caso, todos os pontos da reta
r(t) ser~ao equidistantes de P e Q e podemos tomar
o valor de t da itera�c~ao anterior.

O ponto equidistante de P e Q determinado an-
teriormente �e o centro da circunferência e o raio � �e
a distância de P a C.

Quando for calculado o centro C, ent~ao calcu-
lamos o vetor normal ao plano da circunferência que
�e �!n = (P �C)� (Q� C) = (n1; n2; n3):

Aplicando a esta circunferência uma transla�c~ao
T (X) = X �C seguida de uma rota�c~ao R que leve o

vetor �!n a �car paralelo ao vetor
�!
k = (0; 0; 1) obte-

mos uma circunferência no plano z = 0 com centro
na origem O = (0; 0; 0). Neste caso, os pontos P e Q
s~ao levados para pontos P 0 e Q0 na circunferência do
plano z = 0. Usamos P 0 e Q0 para determinarmos
um outro ponto A0 sobre esta circunferência de tal
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forma que o arco de circunferência Q0A0 tenha com-
primento L. �E importante observar se o sentido P 0

para Q0 �e hor�ario ou anti-hor�ario. Isto pode ser feito
calculando-se os ângulos � e � que os vetores OP 0 e

OQ0 formam com o vetor
�!
i = (1; 0; 0), respectiva-

mente.
Para que o arco de circunferência Q0A0 tenha

comprimento L, �e preciso que ele determine na cir-
cunferência de raio �, um ângulo central de � = L=�

radianos. Se � < �, ent~ao o sentido de P 0 para Q0

ser�a anti-hor�ario e o ponto A0 procurado ser�a igual
a (� cos(� + �); � sin(� + �)); caso contr�ario, o sen-
tido de P 0 para Q0 ser�a hor�ario e o ponto A0 ser�a
(� cos(� � �); � sin(� � �)):

Aplicando-se as transforma�c~oes inversas R�1 e
T�1 a A0, obtemos o ponto A desejado na circun-
ferência inicial. O c�alculo de T�1 �e imediato (T�1(X)
= X + C). Em coordenadas cartesianas, a rota�c~ao
R �e dada por R(x; y; z) = [x; y; z][R]; onde

[R] =

2
4

�
V

0 n1
V

�n1n2
�V

n3
�

n2
�

�n1n3
�V

�n2
�

n3
V

3
5

e � =

q
n22 + n23;

V =

q
n21 + n22 + n23:

Esta matriz representa a composi�c~ao de duas
rota�c~oes: uma em torno do eixo x e outra em torno
do eixo y.

No caso particular em que � = 0, consideramos

[R] =

2
4 0 0 n1

jn1j

0 1 0
�n1
jn1j

0 0

3
5 :

Como [R] �e produto de rota�c~oes, sua matriz ser�a
ortogonal, e da��, sua inversa ser�a a matriz transposta
[R]t.

5 Exemplos e Compara�c~oes

Nesta se�c~ao s~ao apresentados cinco exemplos.

Exemplo 1: Consideremos na h�elice

f(t) = (cos(t); sin(t); t)

os pontos P = (0.5403, 0.8414, 1.0000) e Q =
(-0.4161, 0.9092, 2.0000). Neste caso, pelo algo-
ritmo descrito, obtemos uma circunferência de
centro C = (-0.1568, -1.0200, 1.4192) e raio r =
2.031534. Usando um vetor tangente a curva no
ponto Q de comprimento igual a 1 obtemos o

ponto (-1.0591, 0.5789, 2.8104) que est�a a uma
distância de 0.241830 unidades da h�elice. Us-
ando agora a circunferência de centro C e raio r
e um arco de comprimento tamb�em 1, obtemos
o ponto (-1.0459, 0.3994, 2.5686) que est�a a uma
distância de 0.192835 unidades da h�elice.

Consideremos agora a curva polinomial-racional

f(t) = (
t3 � t+ 1

t2 + 1
; t2 + 4t+ 3;

2t3

t2 + 1
� 7t� 2)

e tomemos sobre esta curva os pontos P = (0.5000,
8.0000, -8.0000) e Q= (1.4000, 15.0000, -12.8000).
Com isso, temos uma circunferência de centro
C = (-15.4835, 42.7887, 32.1481) e raio r =
55.4761. Usando o vetor tangente em Q de com-
primento 0.1, obtemos o ponto (2.5524, 23.5287,
-17.6399) que est�a a uma distância de 0.258819
unidades da curva. Usando o arco da circun-
ferência tamb�em de comprimento 0.1, obtemos
o ponto (1.4082, 15.0861, -12.8500) que est�a a
0.003498 unidades de distância da curva.

Exemplo 2: Consideremos as superf��cies parame-
trizadas por

F (u; v) = (u; v; u3 + v2 � u� 2v + 1)

G(u; v) = (uv; u+ v; 5v3 � u2v + 5):

Podemos obter pelos algoritmos cl�assicos os pon-
tos P = (1.4517, 2.5642, 4.0550) e Q = (1.4579,
2.5664, 4.0950) pertencentes �a interse�c~ao destas
superf��cies. Estimando-se o pr�oximo ponto da
interse�c~ao pelo vetor tangente em Q, obtemos
como ponto aproximado A = (1.6094, 2.5834,
4.1119). Com 3 itera�c~oes do algoritmo cl�assico,
obtemos o ponto I = (1.4639, 2.5686, 4.1342) na
interse�c~ao. A distância entre A e I �e de 0.1479
unidades.

Usando-se a circunferência do algoritmoproposto
neste artigo, obtemos como ponto aproximado
da interse�c~ao A = (1.6074, 2.6158, 5.0825). Com
3 itera�c~oes do algoritmode convergência cl�assico,
obtemos o ponto I = (1.5926, 2.6237, 5.0839) na
interse�c~ao das superf��cies. Neste caso, a distância
entre I e A �e de 0.0168 unidades. Al�em disso,
no primeiro m�etodo a distância entre I e Q �e
de 0.0397 unidades, enquanto que no segundo
m�etodo �e de 0.9996 unidades.

Exemplo 3: Sejam F e G o parabol�oide de revolu-
�c~ao e o cilindro circular parametrizados por

F (u; v) = (u; v; u2 + v2) e por

G(u; v) = (2 cos(u); 2 sin(v); v):
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Figure 4: Exemplo 4 - Resultado obtido pelo m�etodo
tradicional

Os pontos P = (1.3993, 1.4289, 4.0000) e Q =
(0.7206, 1.8656, 4.0000) pertencem �a interse�c~ao
destas superf��cies. O vetor tangente emQ fornece
como pr�oximo ponto aproximado A = (-0.2121,
1.7595, 3.8939). Com 2 itera�c~oes do algoritmo
cl�assico, obtemos I= (-0.2268, 1.9870, 4.0000)
na interse�c~ao. A distância entre I e A �e de
0.2514 unidades. A circunferência que passa por
P e Q de�nida neste artigo, fornece o ponto A

= (-0.2476, 2.0258, 4.1351) como aproxima�c~ao
para o pr�oximo ponto da interse�c~ao. Com ape-
nas 2 itera�c~oes do algoritmo cl�assico, obtemos
convergência para o ponto da interse�c~ao I = (-
0.2427, 1.9852, 4.0000). Neste caso, a distância
entre I e A �ca reduzida a 0.1411 unidades.
Neste exemplo a distância entre I e Q �e de 0.9552
unidades no primeiro m�etodo e �e de 0.9707 uni-
dades no segundo.

Exemplo 4: Consideremos o plano F (u; v) = (u; v;
u� v+ 1) e o elips�oide G(u; v) = (cos(v) cos(u);
2 sin(v) cos(u); 3 sin(u)) . Usando um vetor tan-
gente de comprimento constante igual a 0.001,
o algoritmo tradicional da caminhada sobre a
interse�c~ao de F e G encontra um total de 100
pontos da interse�c~ao, executando um total de
200 itera�c~oes no trecho do algoritmo que trata
da convergência dos pontos aproximados para
os pontos da interse�c~ao. A distância total per-
corrida nestes 100 pontos �e de 0.0016 unidades
(Fig. 4). Usando o passo circular de compri-
mento constante tamb�em igual a 0.001, obtemos
100 pontos, num total de 300 itera�c~oes na con-

Figure 5: Exemplo 4 - Resultado obtido pelo m�etodo
proposto

vergência para pontos da interse�c~ao. Neste caso,
a distância total percorrida �e de 0.1484 unidades
(Fig. 5).

Exemplo 5: Consideremos agora os cilindros circu-
lares

F (u; v) = (u;
1� v2

1 + v2
;

2v

1 + v2
) e

G(u; v) = (
1� v2

1 + v2
;

2v

1 + v2
; u):

Usando um vetor tangente de comprimento con-
stante igual a 0.01, o algoritmo tradicional en-
contra um total de 100 pontos da interse�c~ao,
executando um total de 200 itera�c~oes na con-
vergência para os pontos da interse�c~ao. A dis-
tância total percorrida nestes 100 pontos �e de
0.3646 unidades (Fig. 6). Usando o passo cir-
cular de comprimento constante tamb�em igual
a 0.01, obtemos 100 pontos num total de 296
itera�c~oes na convergência para pontos da inter-
se�c~ao. Neste caso, a distância total percorrida �e
de 1.0099 unidades (Fig. 7). Se com estes mes-
mos cilindros, reduzirmos o tamanho do passo
da caminhada para 0.001 unidades, o passo cir-
cular tem ummelhor desempenho do que o passo
obtido usando-se apenas o vetor tangente. Neste
caso, a caminhada segundo o m�etodo cl�assico
encontra 100 pontos num total de 197 itera�c~oes,
percorrendo uma distância total de 0.0475 uni-
dades sobre a curva interse�c~ao, enquanto que o
passo circular encontra 100 pontos da interse�c~ao
executando 188 itera�c~oes e percorrendo um total
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Figure 6: Exemplo 5 - Resultado obtido pelo m�etodo
tradicional

de 0.1010 unidades sobre a curva interse�c~ao.

6 Considera�c~oes �nais

Em muitos exemplos testados, o esfor�co computa-
cional do m�etodo proposto n~ao �e muito maior do que
o usado no m�etodo da caminhada simples cl�assica
(vetor tangente de comprimento constante). Se for
usado uma caminhada orientada pelo vetor tangente
com comprimento variando ponto a ponto, de acordo
com a curvatura da curva interse�c~ao ' (como em
[Barnhill{Kersey (1990)] ou [Stoyanov (1992)]) cer-
tamente o passo circular aqui proposto ser�a menos
custoso sob o ponto de vista computacional. O c�al-
culo da curvatura ponto a ponto equivale ao c�alculo
de uma express~ao da forma

� =
jj'0(t) � '00(t)jj

jj'0(t)jj3

Em quase todos os exemplos testados, o passo
circular forneceu umamelhor aproxima�c~ao inicial para
os pontos da interse�c~ao, bem como umamaior distância
percorrida na curva interse�c~ao. Pode ser mostrado
que a maior distância percorrida �e consequência da
melhor aproxima�c~ao inicial.
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